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1 Πίνακες – Βασικοί συµβολισµοί

Μία συλλογή στοιχείων ενός συνόλου τοποθετηµένα σε έναν ορθογώνιο σχηµατισµό καλείται πί-

νακας (matrix). Αν και το σύνολο από το οποίο προέρχονται τα στοιχεία ενός πίνακα µπορεί να

είναι οποιοδήποτε (π.χ. το σύνολο των πραγµατικών αριθµών, το σύνολο των συναρτήσεων µε το

τάδε πεδίο ορισµού κλπ.), εµείς ϑα επικεντρωθούµε στην περίπτωση των πραγµατικών αριθµών.

Τέτοιοι πίνακες καλούνται, ειδικότερα, πραγµατικοί πίνακες. Εδώ ϑα τους λέµε απλώς «πίνακες»

και ϑα εννοούµε «πραγµατικοί πίνακες».

Μερικά παραδείγµατα πινάκων είναι τα ακόλουθα:
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Οι πίνακες συµβολίζονται, κλασσικά, µε κεφαλαία γράµµατα, Λέµε, π.χ., ο πίνακας A, ο

πίνακας B κλπ. Σε πολλά ϐιβλία ϑα δείτε ότι τα σύµβολα πινάκων είναι τυπωµένα µε έντονη (bold)

γραµµατοσειρά. Εδώ δεν ϑα το κάνουµε όµως αυτό.

Το πρώτο σηµαντικό χαρακτηριστικό ενός πίνακα είναι οι διαστάσεις του. Οι διαστάσεις ενός

πίνακα είναι το πλήθος των γραµµών του και το πλήθος των στηλών του. ΄Ενας πίνακας µε n

γραµµές και m στήλες λέµε ότι είναι ένας πίνακας διαστάσεων n × m (n επί m) ή, απλούστερα,

ένας πίνακας n × m. (Προφανώς ένας πίνακας n × m περιέχει συνολικά nm στοιχεία αλλά µην

ερµηνεύετε το σύµβολο «×» κυριολεκτικά ως σύµβολο πολλαπλασιασµού: δεν κάνουµε πραγµατικά

την πράξη n επί m.) Για παράδειγµα, οι παραπάνω πίνακες είναι, αντίστοιχα, 2 × 3, 3 × 2, 1 × 4,

3 × 1, 2 × 2, και 3 × 3.

΄Ενας πίνακας µε µία γραµµή και µία στήλη έχει µόνο ένα στοιχείο και ϑα ϑεωρούµε ότι

ταυτίζεται µε αυτό το µοναδικό στοιχείο του.

Επειδή οι διαστάσεις των πινάκων παίζουν σηµαντικό ϱόλο σε διάφορες διαδικασίες, στο µά-

ϑηµά µας ϑα ϐρούµε ϐολικό να τις σηµειώνουµε κάτω από τα σύµβολά τους. ΄Ετσι, π.χ., ϑα

γράφουµε

A
2×3

=

(
2 −1 0
4 0 −2

)

, B
3×2

=





0.4 2/3
−1 2.7
−1 7



 , C
2×2

=

(
3 −1
2 5

)

, D
1×1

= (−2) ≡ −2 κλπ.

Γενικά, όταν γράφουµε A
n×m

ϑα εννοούµε έναν πίνακα µε n γραµµές και m στήλες. Φυσικά πάντα

ϑα ισχύει n > 1 και m > 1.

Τις δύο ανισότητες n > 1, m > 1 ϑα µπορούσαµε να τις εκφράσουµε µέσω µόνο µίας : min{n, m} > 1:

Γενικά, µε min B συµβολίζουµε το ελάχιστο στοιχείο του συνόλου B, εποµένως min{n, m} είναι το ελάχιστο

µεταξύ των n και m. Αν το ελάχιστο από τα δυο τους είναι µεγαλύτερο ή ίσο του 1 τότε αναγκαστικά και τα

δύο είναι µεγαλύτερα ή ίσα του 1.

Πριν συνεχίσουµε ϑα πρέπει να σιγουρευτούµε ότι καταλαβαίνουµε τα σύµβολα µε δείκτες

οπότε διαβάστε πρώτα την ενότητα που ακολουθεί.
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Σύµβολα µε δείκτες – Αθροίσµατα

΄Οπως ξέρετε, στα Μαθηµατικά προκειµένου να µιλήσουµε γενικά χρησιµοποιούµε σύµβολα για

να αντιπροσωπεύσουµε αριθµούς (ή στοιχεία γενικότερων συνόλων). Τέτοια σύµβολα είναι τα

x, y, z, α, β, γ, n, m, k κλπ. που συνήθως συµβολίζουν αριθµούς, τα f, g, h κλπ. που συνήθως συµβολίζουν

συναρτήσεις, τα A, B, C, D κλπ. που ϑα χρησιµοποιούµε εδώ για τους πίνακες, τα X, Y, Z, W κλπ. που ϑα

χρησιµοποιείτε στα επόµενα εξάµηνα για τις τυχαίες µεταβλητές που είναι πολύ σηµαντικά αντικείµενα των

Πιθανοτήτων και της Στατιστικής κ.ά. Επειδή όµως τα γράµµατα της ελληνικής και αγγλικής αλφαβήτου εί-

ναι πεπερασµένα, προτιµούµε πολλές ϕορές να χρησιµοποιήσουµε για πολλά αντικείµενα (π.χ. αριθµούς)

το ίδιο γράµµα-σύµβολο ϐάζοντάς του έναν δείκτη ώστε να τα ξεχωρίζουµε. Για παράδειγµα, τρία δια-

ϕορετικά αντικείµενα συχνά τα συµβολίζουµε µε x1, x2, x3 (ή y1, y2, y3 ή α1, α2, α3 κλπ.). Τα σύµβολα

x1, x2, x3 τα διαβάζουµε «χι ένα», «χι δύο», «χι τρία» (αν και πιο σωστά ϑα έπρεπε να τα διαβάζουµε «εξ ένα»,

«εξ δύο», «εξ τρία» µια και χρησιµοποιείται το αγγλικό γράµµα x (εξ) και όχι το ελληνικό χ (χι). ΄Οταν το

πλήθος των αντικειµένων είναι επίσης ένας γενικός αριθµός n (που δεν είναι απολύτως καθορισµένος έτσι

ώστε να µπορούµε να µιλήσουµε γενικά) γράφουµε

x1, x2, . . . , xn

ή και

xi, i = 1, 2, . . . , n.

Στην πρώτη γραµµή είναι ϕανερό το τι γίνεται : ΄Εχουµε τα x1, x2 κλπ. µέχρι ο δείκτης να ϕτάσει στο n

που είναι ο µεγαλύτερος δείκτης οπότε και ϕτάνουµε στο xn. Στην δεύτερη γραµµή γράφω ακριβώς το ίδιο

πράγµα: ΄Εχουµε τα αντικείµενα xi µε τον δείκτη i να ξεκινάει από το 1 και να ϕτάνει στο n, δηλαδή τα

x1, x2 κλπ. µέχρι το xn. Το ίδιο κάνουµε και όταν το n είναι καθορισµένο αλλά «µεγάλο». Π.χ. αν n = 20

γράφουµε x1, x2, . . . , x20 ή και xi, i = 1, . . . , 20, για να µην καθόµαστε να γράφουµε όλη την εικοσάδα.

Ο συµβολισµός µε τους δείκτες είναι πολύ ϐολικός και για αρκετές άλλες δουλειές. Για παράδειγµα, αν

ϑέλουµε να γράψουµε το άθροισµα των n ποσοτήτων x1, . . . , xn, αντί να το γράψουµε x1 + · · · + xn το

γράφουµε
n∑

i=1

xi

Αυτό το µεγάλο κεφαλαίο σίγµα είναι το σύµβολο της άθροισης. Κάτω από αυτό αναγράφεται ο δείκτης-

µεταβλητή της άθροισης και η τιµή από την οποία ξεκινάει. Πάνω από αυτό αναγράφεται η τιµή στην

οποία τελειώνει. ΄Ετσι, ο παραπάνω συµβολισµός µας λέει ότι πρέπει να αθροίσουµε τα xi για i από 1

µέχρι n και να πάρουµε το άθροισµα x1 + · · ·+xn. Το n µπορεί να είναι και καθορισµένο. Μερικά ακόµη

παραδείγµατα είναι τα εξής :

5∑

i=1

xi = x1 + x2 + x3 + x4 + x5,

6∑

i=3

yi = y3 + y4 + y5 + y6,

2∑

i=−2

ui = u−2 + u−1 + u0 + u1 + u2

(ναι, µπορεί να έχουµε και αρνητικούς δείκτες ή και το µηδέν). Φυσικά, δεν είναι απαραίτητο η µεταβλητή

της άθροισης να είναι το i. Π.χ., το πρώτο άθροισµα µπορούµε να το γράψουµε και ως

5∑

j=1

xj ή και

5∑

ν=1

xν ή και

5∑

t=1

xt κλπ.

Και τα τρία αυτά είναι το ίδιο πράγµα· δεν έχει σηµασία πώς ϑα συµβολίσουµε την µεταβλητή άθροισης.

Μπορούµε επίσης να κάνουµε και άλλα πράγµατα µε αυτήν την µεταβλητή. Για παράδειγµα,
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4∑

i=1

ixi = x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4,

3∑

j=0

yj = 1 + y + y2 + y3

3∑

k=1

xkyk = x1y1 + x2y2 + x3y3,

4∑

i=0

xi+1y5−i = x1y5 + x2y4 + x3y3 + x4y2 + x5y1

Η διαδικασία, γενικά, έχει ως εξής : Ο δείκτης ξεκινάει από κάποια τιµή που ϕαίνεται κάτω από το

σύµβολο της άθροισης, το µεγάλο σίγµα. «Μπαίνουµε» µέσα στο άθροισµα και όπου ϐλέπουµε τον δείκτη

τον αντικαθιστούµε µε αυτήν την τιµή ώστε να πάρουµε τον πρώτο όρο του αθροίσµατος. Γυρίζουµε πίσω

και παίρνουµε την επόµενη τιµή του δείκτη. Ξαναµπαίνουµε µέσα και όπου ϐλέπουµε τον δείκτη τον

αντικαθιστούµε µε αυτήν την τιµή ώστε να πάρουµε τον επόµενο όρο. Συνεχίζουµε την διαδικασία µέχρι

και την τελευταία τιµή η οποία είναι αυτή που ϐρίσκεται πάνω από το σύµβολο της άθροισης.

Παρεµπιπτόντως, την ίδια διαδικασία ακολουθούµε και στην περίπτωση γινοµένων. Το σύµβολο για το

γινόµενο n ποσοτήτων x1, . . . , xn είναι το κεφαλαίο πι :

n∏

i=1

xi = x1x2 · · ·xn.

Το ίδιο κάνουµε και για την ένωση ή τοµή συνόλων. Π.χ. για τα σύνολα B1, B2, . . . , Bn γράφουµε

n⋃

i=1

Bi = B1 ∪ B2 ∪ · · · ∪ Bn και

n⋂

i=1

Bi = B1 ∩ B2 ∩ · · · ∩ Bn

∆εν είναι δύσκολα όλα αυτά. Μόλις καταλάβετε τη λογική τους τελείωσε το ϑέµα.

Ας επιστρέψουµε τώρα στους πίνακές µας. ΄Οπως είδαµε, ένα πίνακας n × m περιέχει nm

στοιχεία. Προκειµένου να τα συµβολίσουµε αυτά και να δηλώσουµε την γραµµή και την στήλη

στην οποία ϐρίσκονται (αυτό είναι πολύ σηµαντικό) επιλέγουµε ένα σύµβολο (συνήθως το πεζό

γράµµα που αντιστοιχεί στο σύµβολο του πίνακα) και αναγκαστικά χρησιµοποιούµε δύο δείκτες :

τον πρώτο για τη γραµµή και τον δεύτερο για τη στήλη. Αν έχουµε επιλέξει το σύµβολο a για τα

στοιχεία του πίνακα, τότε

aij

συµβολίζει το στοιχείο που ϐρίσκεται στην γραµµή i και στην στήλη j. (∆ιαβάζεται «άλφα άι τζέι» ή,

πιο σωστά «έι άι τζέι» µια και a είναι το αγγλικό έι ενώ α είναι το ελληνικό άλφα.) Προσοχή όµως :

Το ij που ϕαίνεται ως ένας δείκτης είναι δύο δείκτες γραµµένοι ο ένας δίπλα στον άλλον. (∆εν

πρόκειται δηλαδή για το γινόµενο i επί j.) Αν πιστεύετε ότι ϑα ήταν καλύτερα αν γράφαµε

ai,j

ώστε να ξεχωρίζουµε τους δείκτες έχετε δίκιο. Παραδοσιακά γράφουµε aij και αν δεν υπάρχει

κίνδυνος σύγχυσης ξέρουµε ότι πρόκειται για δύο δείκτες. Πότε µπορεί να υπάρξει κίνδυνος

σύγχυσης ; Αν π.χ. ϑέλουµε να αναφερθούµε στο στοιχείο της αµέσως επόµενης από την i γραµµή,

δηλαδή της i + 1. Το στοιχείο εκείνο το γράφουµε ai+1,j µια και αν γράφαµε ai+1j πιθανότατα ϑα

µπλεκόµασταν. Το κόµµα το χρησιµοποιούµε αναγκαστικά και όταν κάποιος από τους δείκτες έχει

διψήφια τιµή. Για παράδειγµα, ενώ το στοιχείο που ϐρίσκεται στην τρίτη γραµµή και έκτη στήλη

ϑα το γράφαµε a36 («άλφα τρία έξι») και το στοιχείο που ϐρίσκεται στην δεύτερη γραµµή και όγδοη
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στήλη ϑα το γράφαµε a28 («άλφα δύο οκτώ»), το στοιχείο που ϐρίσκεται στην ενδέκατη γραµµή

και πέµπτη στήλη ϑα το γράψουµε a11,5 («άλφα ένδεκα πέντε») και το στοιχείο που ϐρίσκεται στην

τέταρτη γραµµή και δέκατη τέταρτη στήλη ϑα το γράψουµε a4,14 («άλφα τέσσερα δεκατέσσερα»). Ο

λόγος είναι προφανής : Τι ϑα σήµαινε a115; Το στοιχείο της πρώτης γραµµής και δέκατης πέµπτης

στήλης ή το στοιχείο της ενδέκατης γραµµής και πέµπτης στήλης ; Γι΄ αυτό και ϐάζουµε το κόµµα.

Συχνά γράφουµε

A
n×m

= (aij), B
s×t

= (bij), C
k×ℓ

= (cij)

για να δηλώσουµε πώς ϑα συµβολίζουµε το γενικό στοιχείο του πίνακα: Τα παραπάνω λένε ότι στον

πίνακα A το γενικό στοιχείο συµβολίζεται µε aij, στον πίνακα B µε bij και στον πίνακα C µε cij .

Κανείς ϐέβαια δεν µας υποχρεώνει να χρησιµοποιήσουµε το a για τον A, το b για τον B κλπ. ΄Ο,τι

ϑέλουµε κάνουµε. Απλώς συνηθίζεται να ταιριάζουµε τα σύµβολα.

Τα ακόλουθα παραδείγµατα ξεκαθαρίζουν τις όποιες απορίες :

Το στοιχείο 11
του πίνακα

Το στοιχείο 12
του πίνακα

Το στοιχείο 13
του πίνακα

Το στοιχείο 21
του πίνακα

Το στοιχείο 22
του πίνακα

Το στοιχείο 23
του πίνακα

(
2 −1 0
4 0 −2

)

,

B
3×3

= (bij) =





b11 b12 b13

b21 b22 b23

b31 b32 b33



 , D
2×4

= (dij) =

(
d11 d12 d13 d14

d21 d22 d23 d24

)

,

΄Οταν το πλήθος των γραµµών ή/και των στηλών ενός πίνακα είναι γενικοί αριθµοί n ή/και m τότε

αναγκαστικά ϐάζουµε αποσιωπητικά :

A
n×m

= (aij) =













a11 a12 . . . a1j . . . a1m

a21 a22 . . . a2j . . . a2m
...

...
. . .

...
. . .

...

ai1 ai2 . . . aij . . . aim

...
...

. . .
...

. . .
...

an1 an2 . . . anj . . . anm













Η γραµµή i του πίνακα A

Η στήλη j του πίνακα A

Με πλαίσιο είναι το στοι-

χείο ij του πίνακα1: Το

στοιχείο που ϐρίσκεται

στην γραµµή i και στην

στήλη j.

΄Ενας πίνακας λέγεται µηδενικός αν έχει όλα τα στοιχεία του ίσα µε µηδέν. Τον µηδενικό

1Συχνά αντί για «στοιχείο ij» λέµε «ij στοιχείο» µιµούµενοι την αγγλική σύνταξη του όρου «ij element».
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πίνακα διαστάσεων n × m ϑα τον συµβολίζουµε µε O
n×m

, π.χ.

O
3×2

=





0 0
0 0
0 0



 , O
2×5

=

(
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

)

΄Ενας πίνακας λέγεται τετραγωνικός αν το πλήθος των γραµµών του ισούται µε το πλήθος των

στηλών του. Για παράδειγµα, οι ακόλουθοι πίνακες είναι τετραγωνικοί :

A
2×2

=

(
−3 2
0 0

)

, B
3×3

=





2/3 −1/2 0
2 1 4/3
1 1 −5





∆ύο πίνακες A,B λέµε ότι είναι ίσοι αν (α) έχουν τις ίδιες διαστάσεις και (ϐ) τα αντίστοιχα

στοιχεία τους συµπίπτουν :

Αν A
n×m

= (aij), B
n×m

= (bij) τότε A = B ⇔ aij = bij , ∀ i, j.

Ο ανάστροφος ενός πίνακα A διαστάσεων n × m είναι ο πίνακας διαστάσεων m × n που

έχει στήλες τις γραµµές του A και γραµµές τις στήλες του. Τον ανάστροφο του πίνακα A ϑα τον

συµβολίζουµε µε A′. ΄Αλλοι συµβολισµοί που µπορεί να δείτε σε διάφορα ϐιβλία είναι AT και At

(τα T και t προέρχονται από την λέξη «transpose» που είναι ο αγγλικός όρος για τον ανάστροφο).

Για παράδειγµα,

αν A
2×3

=

(
2 −3 0
−1 −1 4

)

τότε A′

3×2
=





2 −1
−3 −1
0 4



 ,

αν B
4×4

=







1 1 0 −7
2 1 −3 −1
0 0 0 0
−3 1 1 0







τότε B′

4×4
=







1 2 0 −3
1 1 0 1
0 −3 0 1
−7 −1 0 0







Επειδή η γραµµή i του A είναι η στήλη i του A′ και η στήλη j του A είναι η γραµµή j του A′,

το στοιχείο ij του A′ είναι το στοιχείο ji του A. (∆είτε το και στα παραπάνω παραδείγµατα : Το

στοιχείο 21 του A′ είναι το στοιχείο 12 του A, το στοιχείο 22 του A′ είναι το στοιχείο 22 του A, το

στοιχείο 34 του B′ είναι το στοιχείο 43 του B κλπ.)

Μία προφανής ιδιότητα του αναστρόφου είναι ότι ο ανάστροφός του συµπίπτει µε τον αρχικό

πίνακα:

(A′)′ = A

Καταλαβαίνετε γιατί ;

2 ∆ιανύσµατα (µία πρώτη γνωριµία)

΄Ενας πίνακας διαστάσεων 1×m, που αποτελείται δηλαδή από µία µόνο γραµµή, λέγεται πίνακας-

γραµµή. ΄Ενας πίνακας διαστάσεων n × 1, που αποτελείται δηλαδή από µία µόνο στήλη, λέγεται

πίνακας-στήλη. Στα επόµενα, τους πίνακες-στήλες ϑα τους λέµε διανύσµατα. Σε επόµενη
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ενότητα που ϑα συζητήσουµε την γεωµετρική ερµηνεία τους ϑα τα συνδέσουµε µε τα «ϐελάκια» που

είχατε µάθει στο σχολείο. Εδώ ϑα πούµε µερικά ϐασικά που ϑα διευκολύνουν την παρουσίαση της

επόµενης ενότητας.

Στα ακόλουθα παρ΄ όλο που τα διανύσµατα είναι πίνακες (πίνακες µε µία µόνο στήλη) ϑα

χρησιµοποιούµε «ειδικό» συµβολισµό γι΄ αυτά. Αντί για κεφαλαίο γράµµα ϑα χρησιµοποιούµε

µικρό (πεζό) και ϑα του ϐάζουµε από κάτω µία κατσαρή γραµµή. Αν χρειάζεται, ϑα γράφουµε και

τις διαστάσεις του (µην ξεχνάτε ότι τα διανύσµατα είναι πίνακες). Π.χ.

x
˜
, y

˜
, z

˜n×1

, v
˜

1, v
˜

2, v
˜

3, w
˜

1

k×1

, w
˜

2

k×1

Παρ΄ όλο που τα στοιχεία ενός διανύσµατος είναι στοιχεία ενός πίνακα, ϑα χρησιµοποιούµε γι΄

αυτά µονούς δείκτες µια και δεν είναι απαραίτητο να χρησιµοποιήσουµε δείκτη για την µία και

µοναδική στήλη. ΄Ετσι ϑα γράφουµε

x
˜4×1

=







x1

x2

x3

x4







, y
˜n×1

=








y1

y2
...

yn








, v
m̃×1

=








v1

v2
...

vm








κλπ.

Αν το διάνυσµα έχει δείκτη τότε συνήθως ϑα τον ϐάζουµε δεύτερο στη σειρά :

v
˜

1
3×1

=





v11

v21

v31



 , v
˜

2
3×1

=





v12

v22

v32



 , w
˜

5
2×1

=

(
w15

w25

)

Το πλήθος των στοιχείων ενός διανύσµατος (δηλαδή το πλήθος των γραµµών του πίνακα-στήλη)

ϑα το λέµε διάσταση του διανύσµατος. ΄Ετσι, από τα διανύσµατα των παραδειγµάτων το x
˜4×1

είναι

τετραδιάστατο, το y
˜n×1

είναι n-διάστατο (διαβάζεται «εν διάστατο»), το v
m̃×1

είναι m-διάστατο («εµ

διάστατο»), τα v
˜

1
3×1

και v
˜

2
3×1

είναι τριδιάστατα, και το w
˜

5
2×1

είναι διδιάστατο. Εποµένως, γενικά, ένας

πίνακας διαστάσεων n × 1 (που έχει n γραµµές και µία στήλη) είναι ένα n-διάστατο διάνυσµα.

Τα µηδενικά διανύσµατα ϑα τα συµβολίζουµε µε 0
˜

(αντί για O):

0
˜2×1

=

(
0
0

)

, 0
˜3×1

=





0
0
0



 , 0
˜n×1

=








0
0
...

0














n µηδενικά

Προφανώς, αν αναστρέψουµε έναν πίνακα-στήλη ϑα πάρουµε έναν πίνακα-γραµµή:

(
2
1

)′

=
(
2 1

)
,





−1
0
−2





′

=
(
−1 0 −2

)
,








x1

x2
...

xn








′

=
(
x1 x2 · · · xn

)

΄Αρα οι πίνακες-γραµµές είναι ανεστραµµένα διανύσµατα. Συχνά, τα στοιχεία ενός ανεστραµµένου

διανύσµατος τα χωρίζουµε µε κόµµατα :

(2, 1), (−1, 0,−2), (x1, x2, . . . , xn)
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Επίσης για οικονοµία χώρου πολλές ϕορές γράφουµε τα διανύσµατα σε µία γραµµή και ϐάζουµε

έναν τόνο για να δηλώσουµε ότι πρέπει να αναστραφούν, π.χ.

x
˜4×1

= (x1, x2, x3, x4)
′, y

˜n×1

= (y1, y2, . . . , yn)′, v
m̃×1

= (v1, v2, . . . , vm)′ κλπ.

Αυτά τα τρία είναι ακριβώς τα διανύσµατα που είδαµε στο πρώτο παράδειγµα. Σηµειώστε ότι δεν

ϑα γράφουµε ποτέ a
˜

= (2,−1, 0) µια και έχουµε ορίσει τα διανύσµατα ως πίνακες-στήλες και το

(2,−1, 0) είναι γραµµή. Θα γράφουµε είτε a
˜

= (2,−1, 0)′ είτε a
˜
′ = (2,−1, 0).

Το εσωτερικό γινόµενο δύο διανυσµάτων x
˜n×1

= (x1, x2, . . . , xn)′, y
˜n×1

= (y1, y2, . . . , yn)′

(ίδιας διάστασης !) που συχνά συµβολίζεται µε 〈x
˜
, y
˜
〉, ορίζεται ως

〈x
˜
, y
˜
〉 = x1y1 + x2y2 + · · · + xnyn =

n∑

i=1

xiyi

Βλέπουµε λοιπόν ότι για τον υπολογισµό του εσωτερικού γινοµένου πολλαπλασιάζουµε τα αντί-

στοιχα στοιχεία των δύο διανυσµάτων και παίρνουµε το άθροισµα των γινοµένων. Για παράδειγµα,

〈
(

2
−1

)

,

(
1
3

)

〉 = (2)(1) + (−1)(3) = 2 − 3 = −1

〈





0
−2
2



 ,





1
1
4



〉 = (0)(1) + (−2)(1) + (2)(4) = 0 − 2 + 8 = 6

Παρατηρήστε ότι στο εσωτερικό γινόµενο δεν έχει σηµασία η σειρά µε την οποία ϐάζουµε τα δύο

διανύσµατα :

〈x
˜
, y
˜
〉 = x1y1 + x2y2 + · · · + xnyn = y1x1 + y2x2 + · · · + ynxn = 〈y

˜
, x
˜
〉

Συχνά είναι αρκετά ϐολικό να ϑεωρούµε έναν πίνακα n× m είτε ως m n-διάστατα διανύσµατα

τοποθετηµένα το ένα δίπλα στο άλλο είτε n m-διάστατατα ανεστραµµένα διανύσµατα τοποθετηµένα

το ένα κάτω από το άλλο. Για παράδειγµα, ο πίνακας A
2×3

=

(
−2 1 0
1 1 3

)

µπορεί να ϑεωρηθεί

ότι αποτελείται από τα διανύσµατα,

(
−2
1

)

,

(
1
1

)(
0
3

)

(τις τρεις στήλες του) ή από τα ανάστροφα

διανύσµατα (−2, 1, 0), (1, 1, 3) (τις δύο γραµµές του). Γενικά, για έναν πίνακα A
n×m

µπορούµε να

γράψουµε

A
n×m

=
(
a
˜

1 a
˜

2 · · · a
˜

m

)
=








b
˜
′
1

b
˜
′
2
...

b
˜
′
n








όπου a
˜

1, a
˜

2, . . . , a
˜

m οι m n-διάστατες στήλες του και b
˜
′
1, b

˜
′
2, . . . , b

˜
′
n οι n m-διάστατες γραµµές του.

(Αναγκαστικά τις γραµµές τις συµβόλισα µε b αφού το a το χρησιµοποίησα για τις στήλες.) Για τον

ανάστροφο αυτού του πίνακα ισχύει ϕυσικά

A′

m×n
=








a
˜
′
1

a
˜
′
2
...

a
˜
′
m








=
(
b
˜

1 b
˜

2 · · · b
˜

n

)

µια που ο ανάστροφος του A έχει γραµµές τις στήλες του A και στήλες τις γραµµές του A.
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3 Πράξεις µε πίνακες

Οι ϐασικές πράξεις στις οποίες εµπλέκονται πίνακες είναι τρεις : Ο πολλαπλασιασµός πίνακα µε

αριθµό, η πρόσθεση πινάκων, και ο πολλαπλασιασµός πινάκων. Κάθε µία έχει τους δικούς της

κανόνες και ιδιότητες. Προσέξτε ιδιαίτερα τον πολλαπλασιασµό πινάκων.

3.1 Πρόσθεση πινάκων

∆ύο πίνακες µπορούν να προστεθούν αν και µόνον αν έχουν τις ίδιες διαστάσεις. Το αποτέλεσµα

της πρόσθεσης των πινάκων A
n×m

= (aij) και B
n×m

= (bij) (προσέξτε ότι έχουν το ίδιο πλήθος

γραµµών, n, και το ίδιο πλήθος στηλών, m) είναι ένας πίνακας C
n×m

= (cij) (µε τα ίδια πλήθη

γραµµών και στηλών όπως οι A,B) µε

cij = aij + bij.

Για παράδειγµα,

(
1 −3 0
−2 −2 4

)

+

(
2 2 −3
1 2 3

)

=

(
1 + 2 −3 + 2 0 + (−3)
−2 + 1 −2 + 2 4 + 3

)

=

(
3 −1 −3
−1 0 7

)

∆ιανύσµατα (πίνακες-στήλες) µπορούν να προστεθούν µόνο αν έχουν την ίδια διάσταση: Για πα-

ϱάδειγµα, αν x
˜

= (x1, x2, . . . , xn)′, y
˜

= (y1, y2, . . . , yn)′, z
˜

= (z1, z2, . . . , zm)′ τότε έχει νόηµα η

πρόσθεση x
˜

+y
˜

αφού και τα δύο είναι n-διάστατα, αλλά όχι η x
˜

+ z
˜

µια που το z
˜

είναι m-διάστατο.

Ισχύει δε

x
˜

+ y
˜

=








x1

x2
...

xn








+








y1

y2
...

yn








=








x1 + y1

x2 + y2
...

xn + yn








Η πράξη έχει τις ακόλουθες ιδιότητες :

• Προσεταιριστική

Αν A
n×m

= (aij), B
n×m

= (bij), C
n×m

= (cij) είναι πίνακες (ίδιων διαστάσεων !) τότε

A + (B + C) = (A + B) + C

αφού από τις ιδιότητες της «κανονικής» πρόσθεσης ισχύει όπως ξέρουµε

aij + (bij + cij) = (aij + bij) + cij .

(Εδώ και σε ό,τι ακολουθεί αποδεικνύουµε την ιδιότητα συγκρίνοντας το γενικό στοιχείο του

πρώτου πίνακα µε το γενικό στοιχείο του δεύτερου: Αν αυτά είναι ίσα τότε και οι πίνακες

είναι ίσοι.)

Επειδή τα A + (B + C) και (A + B) + C είναι ίσα, συνήθως γράφουµε A + B + C.
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• Αντιµεταθετική

Αν A
n×m

= (aij), B
n×m

= (bij) είναι δύο πίνακες τότε

A + B = B + A

αφού

aij + bij = bij + aij .

Οι δύο αυτές ιδιότητες µας λένε ότι αν έχουµε να προσθέσουµε δύο η περισσότερους πίνακες

τότε δεν παίζει ϱόλο ούτε η σειρά µε την οποία ϑα τους προσθέσουµε ούτε από ποιους ϑα αρχίσουµε

τις προσθέσεις. Για παράδειγµα, αν οι πίνακες A1, A2, A3, A4, A5 έχουν ίδιες διαστάσεις τότε για

το άθροισµά τους A1 + A2 + A3 + A4 + A5 ισχύει

A1 + A2 + A3 + A4 + A5 = (A1 + A2) + (A3 + A4 + A5) = (A1 + A2 + A3 + A4) + A5

= (A3 + A5) + (A2 + A1 + A4) = A4 + (A3 + A1) + (A5 + A2) κλπ.

Αν αναρωτιέστε για την αφαίρεση πινάκων ϑα αναφερθούµε σε αυτήν σε λίγο αφού πρώτα δούµε

την επόµενη ενότητα.

Είναι εύκολο να δείτε (µόνοι σας) ότι ο ανάστροφος αθροίσµατος πινάκων είναι το άθροισµα

των αναστρόφων τους :

(A + B)′ = A′ + B′

3.2 Πολλαπλασιασµός πίνακα µε αριθµό

΄Εστω A
n×m

= (aij) ένας πίνακας και λ ∈ R ένας αριθµός. (Με R ϑα συµβολίζουµε το σύνολο των

πραγµατικών αριθµών. Είναι ο κλασσικός συµβολισµός του.) Το γινόµενο λ A
n×m

είναι ένας πίνακας

B
n×m

= (bij) µε

bij = λaij.

∆ηλαδή, το γινόµενο λA µας δίνει έναν πίνακα που έχει τις ίδιες διαστάσεις µε τον A και κάθε

στοιχείο του είναι το αντίστοιχο στοιχείο του A πολλαπλασιασµένο επί λ.

Για παράδειγµα,

λ

(
a11 a12 a13

a21 a22 a23

)

=

(
λa11 λa12 λa13

λa21 λa22 λa23

)

,

(−2)





2 0
0 1
−1 −1



 =





(−2)(2) (−2)(0)
(−2)(0) (−2)(1)

(−2)(−1) (−2)(−1)



 =





−4 0
0 −2
2 2



 ,

µ(x1, x2, . . . , xn)′ = (µx1, µx2, . . . , µxn)′

3





2
0
−1



 =





(3)(2)
(3)(0)

(3)(−1)



 =





6
0
−3





Η πράξη έχει τις ακόλουθες ιδιότητες :
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• Προσεταιριστική

Αν A
n×m

= (aij) και λ, µ ∈ R τότε

λ(µA) = (λµ)A

αφού από τις ιδιότητες του «κανονικού» πολλαπλασιασµού ισχύει όπως ξέρουµε

λ(µaij) = (λµ)aij .

Το αποτέλεσµα συνήθως το γράφουµε λµA (χωρίς παρενθέσεις).

• Αντιµεταθετική

Αν A
n×m

= (aij) και λ, µ ∈ R τότε

λA = Aλ

αφού

λaij = aijλ

Συνηθίζουµε πάντως να γράφουµε τον αριθµό πριν από τον πίνακα: λA. Επίσης,

(λµ)A = (µλ)A

αφού

(λµ)aij = (µλ)aij .

• Επιµεριστική

Αν A
n×m

= (aij), B
n×m

και λ, µ ∈ R τότε

(λ + µ)A = λA + µA

αφού

(λ + µ)aij = λaij + µaij

και επίσης

λ(A + B) = λA + λB

αφού

λ(aij + bij) = λaij + λbij .

Η πρώτη ιδιότητα µας λέει ότι στο άθροισµα λA + µA µπορούµε «να ϐγάλουµε κοινό πα-

ϱάγοντα» τον πίνακα A ενώ η δεύτερη µας λέει ότι στο άθροισµα λA + λB µπορούµε «να

ϐγάλουµε κοινό παράγοντα» τον αριθµό λ.

(Προσοχή ! ΄Οπως ξέρουµε, για αριθµούς a, b, λ, µ δεν ισχύει, γενικά, λa+µb = (λ+µ)(a+b).

Εποµένως δεν ισχύει, γενικά, λA + µB = (λ + µ)(A + B).)

΄Οταν πολλαπλασιάζουµε έναν πίνακα µε το µηδέν παίρνουµε έναν µηδενικό πίνακα ίδιων

διαστάσεων :

0

(
a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

)

=

(
0 0 0 0
0 0 0 0

)

, 0





−1 0
2 −4
1 1



 =





0 0
0 0
0 0




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Γενικά,

0 A
n×m

= O
n×m

, 0 x
˜k×1

= 0
˜k×1

Ο αντίθετος ενός πίνακα A
n×m

είναι ο πίνακας (−1)A για τον οποίον γράφουµε απλώς −A. Η

αφαίρεση A − B έχει νόηµα µόνο αν οι πίνακες A = (aij), B = (bij) έχουν ίδιες διαστάσεις και

είναι το άθροισµα των A και −B: το ij στοιχείο του A − B είναι το aij − bij . Π.χ.,

(
2 1 −2
−3 4 0

)

−
(

3 1 4
−2 1 2

)

=

(
2 − 3 1 − 1 −2 − 4

−3 − (−2) 4 − 1 0 − 2

)

=

(
−1 0 −6
−1 3 −2

)

Είναι εύκολο να διαπιστώσουµε ότι για πίνακες A
n×m

= (aij), B
n×m

= (bij) ισχύουν τα ακόλουθα:

A − A = O
n×m

(αφού aij − aij = 0)

A + O = O + A = A (αφού aij + 0 = 0 + aij = aij)

A + B = O
n×m

⇔ A = −B ⇔ B = −A (αφού aij + bij = 0 ⇔ aij = −bij ⇔ bij = −aij)

3.3 Πολλαπλασιασµός µεταξύ πινάκων

Αυτή είναι η πιο «δύσκολη» πράξη γιατί σε αντίθεση µε τις προηγούµενες δύο δεν ϕαίνεται εκ

πρώτης όψεως η λογική της. ∆ύο πίνακες A,B µπορούν να πολλαπλασιαστούν εφ΄ όσον το πλήθος

στηλών του πρώτου συµπίπτει µε το πλήθος των γραµµών του δεύτερου. Για παράδειγµα, τα

ακόλουθα γινόµενα πινάκων έχουν νόηµα:

A
2×5

B
5×3

, C
3×1

D
1×7

, E
3×2

F
2×3

, G
n×m

H
m×k

Μοναδική εξαίρεση στον παραπάνω κανόνα αποτελεί η περίπτωση που ένας από τους δύο πίνακες

έχει διαστάσεις 1 × 1 που σηµαίνει ότι είναι ένας αριθµός. Σε αυτήν την περίπτωση η πράξη είναι

ουσιαστικά πολλαπλασιασµός πίνακα µε αριθµό.

Το αποτέλεσµα του γινοµένου AB των πινάκων A
n×m

= (aij) και B
m×k

= (bij) είναι ένας πίνακας

C
n×k

= (cij) που, όπως ϐλέπουµε από κάτω του, το πλήθος των γραµµών του ισούται µε το πλήθος

των γραµµών του πρώτου πίνακα και το πλήθος των στηλών του ισούται µε το πλήθος των στηλών

του δεύτερου πίνακα.

Το στοιχείο ij του γινοµένου AB ισούται µε το εσωτερικό γινόµενο της γραµµής i του

A και της στήλης j του B.

Ξεχάστε όλα τα υπόλοιπα στοιχεία των δύο πινάκων και επικεντρωθείτε στην γραµµή i του A και

στην στήλη j του B:







...
...

...
...

ai1 ai2 . . . aik . . . aim
...

...
...

...







,













. . . b1j . . .

. . . b2j . . .
...

. . . bkj . . .
...

. . . bmj . . .












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Βλέπουµε δύο m-διάστατα διανύσµατα : Το πρώτο είναι η γραµµή i του A (ένα ανεστραµµένο

διάνυσµα) και το δεύτερο είναι η στήλη j του B. Το εσωτερικό τους γινόµενο είναι το στοιχείο ij

του πίνακα C = AB:

cij = ai1b1j + ai2b2j + · · · + aikbkj + · · · + aimbmj =
m∑

k=1

aikbkj

Στο άθροισµα των aikbkj η µεταβλητή άθροισης k
ξεκινάει από το 1 και καταλήγει στο m.

Ας δούµε αναλυτικά ένα παράδειγµα: ΄Εστω

A
2×3

=

(
2 −1 4
0 1 3

)

, B
3×3

=





−1 2 0
1 1 −2
−3 −1 1



 .

Ο A έχει τρεις στήλες και ο B τρεις γραµµές, άρα µπορεί να γίνει ο πολλαπλασιασµός AB: Το

αποτέλεσµα της πράξης είναι ένας πίνακας 2 × 3 µια και ο A έχει δύο γραµµές και ο B τρεις

στήλες. Τα στοιχεία του τα ϐρίσκουµε ως εξής :

Για το στοιχείο 11 του AB παίρνουµε το εσωτερικό γινόµενο της γραµµής 1 του A και της στήλης

1 του B:

(
2 −1 4
� � �

)




−1 � �

1 � �

−3 � �



 =

(
(2)(−1) + (−1)(1) + (4)(−3) � �

� � �

)

=

(
−15 � �

� � �

)

Για το στοιχείο 12 του AB παίρνουµε το εσωτερικό γινόµενο της γραµµής 1 του A και της στήλης

2 του B:

(
2 −1 4
� � �

)




� 2 �

� 1 �

� −1 �



 =

(
� (2)(2) + (−1)(1) + (4)(−1) �

� � �

)

=

(
� −1 �

� � �

)

Για το στοιχείο 13 του AB παίρνουµε το εσωτερικό γινόµενο της γραµµής 1 του A και της στήλης

3 του B:

(
2 −1 4
� � �

)




� � 0
� � −2
� � 1



 =

(
� � (2)(0) + (−1)(−2) + (4)(1)
� � �

)

=

(
� � 6
� � �

)

Για το στοιχείο 21 του AB παίρνουµε το εσωτερικό γινόµενο της γραµµής 2 του A και της στήλης

1 του B:

(
� � �

0 1 3

)




−1 � �

1 � �

−3 � �



 =

(
� � �

(0)(−1) + (1)(1) + (3)(−3) � �

)

=

(
� � �

−8 � �

)

Για το στοιχείο 22 του AB παίρνουµε το εσωτερικό γινόµενο της γραµµής 2 του A και της στήλης

2 του B:

(
� � �

0 1 3

)




� 2 �

� 1 �

� −1 �



 =

(
� � �

� (0)(2) + (1)(1) + (3)(−1) �

)

=

(
� � �

� −2 �

)
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Για το στοιχείο 23 του AB παίρνουµε το εσωτερικό γινόµενο της γραµµής 2 του A και της στήλης

3 του B:

(
� � �

0 1 3

)




� � 0
� � −2
� � 1



 =

(
� � �

� � (0)(0) + (1)(−2) + (3)(1)

)

=

(
� � �

� � 1

)

Εποµένως,
(

2 −1 4
0 1 3

)




−1 2 0
1 1 −2
−3 −1 1



 =

(
−15 −1 6
−8 −2 1

)

Να επαληθεύσετε µόνοι σας ότι ισχύουν τα ακόλουθα:





2 −5
3 −2
1 1





(
2
−1

)

=





9
8
1



 ,

(
2 −3 1 1
−1 −1 0 2

)







1 −1 0
−3 2 1
−2 0 2
−3 1 1







=

(
6 −7 0
−4 1 1

)





1
−2
−1




(
3 1 −1

)
=





3 1 −1
−6 −2 2
−3 −1 1



 ,
(
3 1 −1

)





1
−2
−1



 = 2

Τώρα που είδαµε πώς ορίζεται ο πολλαπλασιασµός πινάκων µπορούµε να καταλάβουµε ότι το

εσωτερικό γινόµενο των διανυσµάτων x
˜n×1

, y
˜n×1

δεν είναι παρά το αποτέλεσµα του πολλαπλασιασµού

x
˜
′y
˜

=
(
x1 x2 · · · xn

)








y1

y2
...

yn








= x1y1 + x2y2 + · · · + xnyn

Γι΄ αυτόν το λόγο στο εξής ϑα χρησιµοποιούµε τον συµβολισµό x
˜
′y
˜

για το εσωτερικό γινόµενο των

x
˜
, y
˜

αντί του 〈x
˜
, y
˜
〉. Ισοδύναµα, µπορούµε να το γράφουµε και y

˜

′x
˜

µια και y1x1 + · · · + ynxn =

x1y1 + · · · + xnyn.

Εποµένως : Αν A
n×m

=








a
˜
′
1

a
˜
′
2
...

a
˜
′
n








και B
m×k

=
(
b
˜

1 b
˜

2 · · · b
˜

m

)
τότε το στοιχείο ij του AB είναι

το εσωτερικό γινόµενο a
˜
′
ib
˜

j.

Ας τονίσουµε επίσης το γεγονός ότι το γινόµενο πίνακα επί διάνυσµα είναι πάντα διάνυσµα

γιατί αφού τα διανύσµατα είναι πίνακες που έχουν µία µόνο στήλη το γινόµενο ϑα έχει επίσης µία

µόνο στήλη :

A
n×m

u
m̃×1

= v
˜n×1

Ο ανάστροφος γινοµένου πινάκων είναι το γινόµενο των αναστρόφων µε αντίστροφη σειρά :

(AB)′ = B′A′

Γιατί ισχύει αυτό ; ΄Εστω a
˜
′
1, a

˜
′
2, . . . , a

˜
′
n οι γραµµές του A και b

˜
1, b

˜
2, . . . , b

˜
m οι στήλες του B, όπως

παραπάνω. Τότε το στοιχείο ij του AB είναι a
˜
′
ib
˜

j και το στοιχείο ij του (AB)′ είναι a
˜
′
jb
˜

i (δηλαδή το
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στοιχείο ji του AB). Από την άλλη πλευρά, ο B′ έχει γραµµές b
˜
′
1, b

˜
′
2, . . . , b

˜
′
m και ο A′ έχει στήλες

a
˜

1, a
˜

2, . . . , a
˜

n. Εποµένως, το ij στοιχείο του B′A′ είναι b
˜
′
ia
˜

j που είναι ίσο µε το a
˜
′
jb
˜

i.

΄Εστω A
n×n

πίνακας (µε το ίδιο πλήθος γραµµών και στηλών, δηλαδή τετραγωνικός) και k

ϕυσικός ακέραιος. Ως k δύναµη του A ορίζουµε το γινόµενο του A µε τον εαυτό του k ϕορές (όπως

και στους αριθµούς):

A1 = A, A2 = AA, Ak = A · · ·A
︸ ︷︷ ︸

k ϕορές

Προσέξτε ότι είναι σηµαντικό να είναι τετραγωνικός ο πίνακας για να ορίσουµε δυνάµεις του αφού

αν το πλήθος στηλών του ήταν διαφορετικό από το πλήθος γραµµών του δεν ϑα µπορούσαµε να

τον πολλαπλασιάσουµε µε τον εαυτό του.

΄Οπως και οι προηγούµενες πράξεις, έτσι και ο πολλαπλασιασµός πινάκων έχει µερικές ιδιό-

τητες που ϑυµίζουν τις ιδιότητες των πράξεων µεταξύ αριθµών. ΄Οµως κάποιες από αυτές όπως

η αντιµεταθετική ιδιότητα και το ότι αν το γινόµενο ισούται µε µηδέν τότε ο ένας από τους δύο

παράγοντες είναι µηδέν δεν ισχύουν, γενικά. Θα ξεκινήσουµε από αυτές.

• Αντιµεταθετική ιδιότητα

Ακόµη κι αν έχουν νόηµα τα γινόµενα AB και BA, γενικά έχουµε

AB 6= BA

Κατ΄ αρχάς, για να έχουν νόηµα τα δύο γινόµενα ϑα πρέπει ο A να είναι διαστάσεων n × m

και ο B να είναι διαστάσεων m×n. Προφανώς, αν n 6= m, οι πίνακες AB και BA δεν µπορεί

να είναι ίσοι µια και ο πρώτος είναι n × n και ο δεύτερος είναι m × m. Υποθέστε τώρα ότι

και ο A και ο B είναι n × n (δηλαδή τετραγωνικοί). Θα δείξουµε ότι, γενικά, δεν ισχύει η

ιδιότητα µέσω ενός αντιπαραδείγµατος.

΄Εστω A =

(
2 −1
1 3

)

, B =

(
1 0
−1 1

)

. Το στοιχείο 11 του AB είναι (2)(1) + (−1)(−1) =

2 + 1 = 3 ενώ του BA είναι (1)(2) + (0)(1) = 2 + 0 = 2. ΄Αρα οι δύο πίνακες δεν είναι ίσοι.

• Γινόµενο ίσο µε µηδέν συνεπάγεται ότι τουλάχιστον ένας παράγοντας είναι ίσος µε µηδέν

΄Εστω A
n×m

, B
m×k

δύο πίνακες για τους οποίους ισχύει AB = O
n×k

. Αυτό δεν συνεπάγεται

απαραίτητα ότι A = O
n×m

ή B = O
m×k

. Για παράδειγµα,

(
2 0
0 0

)(
0 0
5 0

)

=

(
0 0
0 0

)

,

(
2 −1 1
1 0 1

)




1
1
−1



 =

(
0
0

)

Φυσικά, αν A = O ή B = O τότε AB = O. Αυτό που είπαµε εδώ σηµαίνει ότι δεν ισχύει το

αντίστροφο.

Ας δούµε τώρα ιδιότητες που ισχύουν.
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• Προσεταιριστική

Αν A
n×m

= (aij), B
m×ℓ

= (bij), C
ℓ×k

= (cij) είναι πίνακες τότε

A(BC) = (AB)C

(Προσέξτε ότι το πλήθος στηλών του A ισούται µε το πλήθος γραµµών του B έτσι ώστε να

µπορεί να γίνει ο πολλαπλασιασµός AB, και το πλήθος στηλών του B ισούται µε το πλήθος

γραµµών του C έτσι ώστε να µπορεί να γίνει ο πολλαπλασιασµός BC.)

Λόγω της παραπάνω ιδιότητας το γινόµενο των τριών πινάκων το γράφουµε απλώς ABC.

Είναι ένας πίνακας διαστάσεων n × k: οι γραµµές του είναι όσες και οι γραµµές του A και

οι στήλες του είναι όσες και οι στήλες του C.

Η ιδιότητα ισχύει γιατί το στοιχείο ij του πίνακα A(BC) και το στοιχείο ij του πίνακα (AB)C

είναι ίσα µε
m∑

s=1

ℓ∑

t=1
aisbstctj . Θα τα ϐρούµε και τα δύο εξηγώντας µε κάθε λεπτοµέρεια όλα

τα ϐήµατα καθώς και τι σηµαίνει αυτό το διπλό άθροισµα.

Παρατηρήστε πρώτα ότι το στοιχείο ij του πίνακα BC
m×k

προκύπτει από το εσωτερικό γινόµενο

της γραµµής i του B και της στήλης j του C,







...
...

...
...

bi1 bi2 . . . bit . . . biℓ
...

...
...

...



















. . . c1j . . .

. . . c2j . . .
...

. . . ctj . . .
...

. . . cℓj . . .













που είναι

ℓ∑

t=1

bitctj ,

ενώ το στοιχείο ij του πίνακα A(BC) είναι το εσωτερικό γινόµενο της γραµµής i του A και

της στήλης j του BC,







...
...

...
...

ai1 ai2 . . . ais . . . aim
...

...
...

...




















. . .
∑ℓ

t=1 b1tctj . . .

. . .
∑ℓ

t=1 b2tctj . . .
...

. . .
∑ℓ

t=1 bstctj . . .
...

. . .
∑ℓ

t=1 bmtctj . . .














που είναι

m∑

s=1

ais

( ℓ∑

t=1

bstctj

)

Ας δούµε τώρα ποιο είναι το στοιχείο ij του (AB)C. Κατ΄ αρχάς το στοιχείο ij του AB
n×ℓ

είναι

το εσωτερικό γινόµενο της γραµµής i του A και της στήλης j του B,







...
...

...
...

ai1 ai2 . . . ais . . . aim
...

...
...

...



















. . . b1j . . .

. . . b2j . . .
...

. . . bsj . . .
...

. . . bsℓ . . .













που είναι

m∑

s=1

aisbsj

ενώ το στοιχείο ij του (AB)C είναι το εσωτερικό γινόµενο της γραµµής i του AB και της

στήλης j του C
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







...
...

...
...

m∑

s=1
aisbs1

m∑

s=1
aisbs2 . . .

m∑

s=1
aisbst . . .

m∑

s=1
aisbsℓ

...
...

...
...





















. . . c1j . . .

. . . c2j . . .
...

. . . ctj . . .
...

. . . ctℓ . . .













που είναι

ℓ∑

t=1

( m∑

s=1

aisbst

)

ctℓ

Εποµένως, το στοιχείο ij του A(BC) είναι
m∑

s=1
ais

( ℓ∑

t=1
bstctj

)
ενώ το στοιχείο ij του (AB)C

είναι
ℓ∑

t=1

( m∑

s=1
aisbst

)
ctj . Μας µένει να διαπιστώσουµε ότι αυτά τα δύο είναι ίσα. Βλέπουµε

ότι και στα δύο υπάρχουν δύο αθροίσµατα, ένα ως προς s, από 1 έως m, και ένα ως προς t,

από 1 έως ℓ. Το πρώτο από αυτά είναι

m∑

s=1

ais

( ℓ∑

t=1

bstctj

)

=

m∑

s=1

ais(bs1c1j + bs2c2j + · · · + bsℓcℓj)

=

m∑

s=1

(aisbs1c1j + aisbs2c2j + · · · + aisbsℓcℓj) =

m∑

s=1

ℓ∑

t=1

aisbstctj

ενώ το δεύτερο

ℓ∑

t=1

( m∑

s=1

aisbst

)

ctj =

ℓ∑

t=1

(ai1b1t + ai2b2t + · · · + aimbmt)ctj

=

ℓ∑

t=1

(ai1b1tctj + ai2b2tctj + · · · + aimbmtctj) =

ℓ∑

t=1

m∑

s=1

aisbstctj

Μένει να δείξουµε ότι
m∑

s=1

ℓ∑

t=1
aisbstctj =

ℓ∑

t=1

m∑

s=1
aisbstctj . Επειδή και στις δύο περιπτώσεις

αυτά που αθροίζουµε είναι τα aisbstctj ως προς s και t και ως προς t και s, αντίστοιχα, αρκεί

να καταλάβουµε πότε µπορούµε να αλλάξουµε τη σειρά των αθροίσεων όταν έχουµε διπλά

αθροίσµατα.

∆ιπλά αθροίσµατα

Η παράσταση
n∑

i=1

m∑

j=1

xij

δηλώνει άθροιση των ποσοτήτων xij για όλες τις τιµές i από 1 µέχρι n και όλες τις τιµές j από 1 µέχρι m. Για

να υπολογίσουµε αυτό το διπλό άθροισµα κάνουµε ό,τι και στο απλό άθροισµα αλλά δύο ϕορές : Παίρνουµε

την πρώτη τιµή για το i, δηλαδή ϑέτουµε i = 1. Μπαίνουµε µέσα στο άθροισµα και συναντάµε
m∑

j=1

x1j (το

i είπαµε ότι τέθηκε ίσο µε 1). Υπολογίζουµε το τελευταίο άθροισµα όπως ξέρουµε : x11 + x12 + · · ·+ x1m.

Βγαίνουµε έξω και παίρνουµε την επόµενη τιµή i, δηλαδή ϑέτουµε i = 2. Μπαίνουµε µέσα στο άθροισµα

και κάνουµε την πράξη
m∑

j=1

x2j (το i είναι τώρα 2) και παίρνουµε x21+x22+· · ·+x2m. Αυτό το προσθέτουµε

στο προηγούµενο άθροισµα (που το i ήταν 1). Βγαίνουµε έξω και παίρνουµε την επόµενη τιµή για το i και
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συνεχίζουµε την διαδικασία µέχρι να ϕτάσουµε στην τελευταία τιµή του, δηλαδή το n. ΄Ετσι ϐρίσκουµε

n∑

i=1

m∑

j=1

xij = x11 + x12 + · · · + x1m+

x21 + x22 + · · · + x2m+

...

xn1 + xn2 + · · · + xnm

Για παράδειγµα,

3∑

i=1

2∑

j=1

wij = w11 + w12 + w21 + w22 + w31 + w32

3∑

k=2

5∑

ℓ=1

ykℓ = y21 + y22 + y23 + y24 + y25 + y31 + y32 + y33 + y34 + y35

Παρατηρήστε ότι στο παραπάνω διπλό άθροισµα των xij είναι σαν να αθροίζουµε όλα τα στοιχεία ενός

πίνακα n × m κάνοντας τις προσθέσεις γραµµή-γραµµή. Προφανώς το ίδιο αποτέλεσµα ϑα προέκυπτε κι

αν αθροίζαµε στήλη-στήλη:

m∑

j=1

n∑

i=1

xij = x11 + x21 + · · · + xn1+

x12 + x22 + · · · + xn2+

...

x1m + x2m + · · · + xnm

Καταλαβαίνετε λοιπόν ότι η σειρά των δύο αθροίσεων, αυτής ως προς i και αυτής ως προς j, δεν παίζει ϱόλο

στο αποτέλεσµα:
n∑

i=1

m∑

j=1

xij =
m∑

j=1

n∑

i=1

xij

Επιτρέπεται πάντοτε αυτό ; Ναι, µε την προϋπόθεση ότι τα όρια της εσωτερικής άθροισης δεν εξαρτώνται

από την µεταβλητή της εξωτερικής. Για παράδειγµα, έστω m1 = 2, m2 = 3, m3 = 1. Στο άθροισµα

3∑

i=1

mi∑

j=1

xij (που κάνει x11 + x12 + x21 + x22 + x23 + x31)

δεν επιτρέπεται η αλλαγή της σειράς των δύο αθροίσεων µια και τα όρια του εσωτερικού αθροίσµατος

εξαρτώνται από την µεταβλητή της εξωτερικής άθροισης i.

Ας επιστρέψουµε τώρα στην απόδειξη της προσεταιριστικής ιδιότητας, στο σηµείο που ϑέλαµε

να καταλάβουµε γιατί µπορούµε να αλλάξουµε την σειρά των αθροίσεων ως προς i και ως

προς j ώστε να πειστούµε ότι

m∑

s=1

ℓ∑

t=1

aisbstctj =

ℓ∑

t=1

m∑

s=1

aisbstctj

Νοµίζω ότι η συζήτηση για το διπλό άθροισµα που έγινε προηγουµένως ϑα πρέπει να µας

έχει πείσει.
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• Επιµεριστική

΄Εστω πίνακες A
n×m

= (aij), B
n×m

= (bij), C
m×k

= (cij), D
m×k

= (dij). Τότε,

(A + B)C = AC + BC

και

A(C + D) = AC + AD

Η πρώτη ισότητα µας λέει ότι µπορούµε να ϐγάλουµε «κοινό παράγοντα» έναν πίνακα από

δεξιά ενώ η δεύτερη µας λέει ότι µπορούµε να ϐγάλουµε «κοινό παράγοντα» έναν πίνακα από

αριστερά. (Αν κάποιος νοµίζει ότι οι δύο ισότητες µας λένε το ίδιο πράγµα ας το ξανασκεφτεί :

στον πολλαπλασιασµό πινάκων δεν ισχύει, γενικά, η αντιµεταθετική ιδιότητα εποµένως έχει

διαφορά το να πολλαπλασιάζουµε από δεξιά µε το να πολλαπλασιάζουµε από αριστερά.)

Ας αποδείξουµε ότι (A+B)C = AC +BC. Το στοιχείο ij του A+B είναι aij +bij, εποµένως

το στοιχείο ij του (A + B)C είναι
∑m

s=1(ais + bis)csj . Επίσης, το στοιχείο ij του AC είναι
∑m

s=1 aiscsj ενώ του BC είναι
∑m

s=1 biscsj . Εποµένως, το στοιχείο ij του AC + BC είναι

m∑

s=1

aiscsj +
m∑

s=1

biscsj = (ai1c1j + ai2c2j + · · · + aimcmj) + (bi1c1j + bi2c2j + · · · + bimcsm)

= (ai1 + bi1)c1j + (ai2 + bi2)c2j + · · · + (aim + bim)cmj

=
m∑

s=1

(ais + bis)csj

δηλαδή ισούται µε το στοιχείο ij του (A + B)C.

Την ισότητα A(C + D) = AC + AD δείξτε την µόνοι σας.

Μία από τις συνέπειες της µη αντιµεταθετικότητας του πολλαπλασιασµού που αναφέραµε

προηγουµένως είναι το ότι δεν ισχύουν, γενικά, οι γνωστές ταυτότητες (a + b)2 = a2 + 2ab + b2,

a2 − b2 = (a − b)(a + b) κλπ. Για παράδειγµα,

(A + B)2 = (A + B)(A + B) (από τον ορισµό των δυνάµεων)

= A(A + B) + B(A + B) (εφαρµόζοντας την πρώτη επιµεριστική ιδιότητα)

= A2 + AB + BA + B2 (εφαρµόζοντας την δεύτερη επιµεριστική ιδιότητα δύο ϕορές)

6= A2 + 2AB + B2, γενικά,

µια που, γενικά, AB 6= BA. (Αν αναρωτιέστε γιατί γράφω κάθε τόσο «γενικά», ο λόγος είναι ότι

κάποιοι πίνακες µπορούν να αντιµετατεθούν στον πολλαπλασιασµό.)

4 Τετραγωνικοί πίνακες

΄Οπως έχει ήδη αναφερθεί, ένας πίνακας λέµε ότι είναι τετραγωνικός αν έχει το ίδιο πλήθος

γραµµών και στηλών.
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Η πρώτη παρατήρηση που έχουµε να κάνουµε είναι ότι δύο τετραγωνικοί πίνακες µπορούν να

πολλαπλασιαστούν µεταξύ τους αν και µόνον αν έχουν τις ίδιες διαστάσεις και το αποτέλεσµα είναι

ένας τετραγωνικός πίνακας ίδιων διαστάσεων :

A
n×n

B
n×n

= C
n×n

Η κύρια διαγώνιος ενός τετραγωνικού πίνακα A
n×n

= (aij) είναι το διάνυσµα (a11, a22, . . . , ann)′.

Στους παρακάτω τετραγωνικούς πίνακες έχω σηµειώσει τις κύριες διαγωνίους τους :

(
2 −1
0 −2

)

,





1 0 1
−1 2 0
3 3 3



 ,








a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...

an1 an2 · · · ann








,

Τα στοιχεία της κύριας διαγωνίου ενός (τετραγωνικού) πίνακα ϑα τα λέµε «τα διαγώνια στοιχεία

του» ενώ τα υπόλοιπα ϑα τα λέµε «τα µη διαγώνια στοιχεία του».

4.1 ∆ιαγώνιοι πίνακες

΄Ενας (τετραγωνικός) πίνακας που έχει όλα τα εκτός κυρίας διαγωνίου στοιχεία του ίσα µε µηδέν

λέγεται διαγώνιος. Για παράδειγµα, οι ακόλουθοι πίνακες είναι διαγώνιοι :

(
1 0
0 −2

)

,

(
0 0
0 4

)

,





−1 0 0
0 2 0
0 0 5



 ,









2 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 −3 0
0 0 0 0 −1









΄Ενας εναλλακτικός συµβολισµός για τους παραπάνω πίνακες είναι ο

diag(1,−2), diag(0, 4), diag(−1, 2, 5), diag(2, 1, 0,−3,−1),

δηλαδή γράφουµε «diag» και µόνο τα στοιχεία της κυρίας διαγωνίου. ΄Ενας άλλος συµβολισµός

για διαγώνιους πίνακες διαστάσεων 3 × 3 ή µεγαλύτερων αντικαθιστά τα εκτός κυρίας διαγωνίου

µηδενικά µε ένα µεγάλο µηδέν. Για παράδειγµα οι δύο τελευταίοι παραπάνω πίνακες µερικές

ϕορές γράφονται και ως





−1
2

5




0

0
,









2
1

0
−3

−1









0

0

΄Εστω A
n×m

= (aij) ένας οποιοσδήποτε πίνακας και Λ
n×n

= diag(λ1, λ2, . . . , λn), M
m×m

=

diag(µ1, µ2, . . . , µm) δύο διαγώνιοι πίνακες µε διαστάσεις τέτοιες ώστε να έχουν νόηµα τα γινό-

µενα ΛA και AM . Το στοιχείο ij του πίνακα ΛA είναι λiaij ενώ το στοιχείο ij του πίνακα AM

είναι aijµj . Για να το δείτε αυτό, παρατηρήστε ότι η γραµµή i του διαγώνιου πίνακα Λ έχει όλο

µηδενικά εκτός από την ϑέση i που ϐρίσκεται το λi. Εποµένως το στοιχείο ij του ΛA είναι

0a1j + 0a2j + · · · + 0ai−1,j + λiaij + 0ai+1,j + · · · + 0anj = λiaij .
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∆είτε µόνοι σας γιατί ισχύει ο ισχυρισµός για τον AM . Εποµένως : Ο πολλαπλασιασµός ενός πί-

νακα από αριστερά µε έναν διαγώνιο δίνει έναν πίνακα που έχει τις γραµµές του πίνακα αυτού

πολλαπλασιασµένες µε τα αντίστοιχα στοιχεία του διαγωνίου ενώ ο πολλαπλασιασµός ενός πίνακα

από δεξιά µε έναν διαγώνιο δίνει έναν πίνακα που έχει τις στήλες του πίνακα αυτού πολλαπλασια-

σµένες µε τα αντίστοιχα στοιχεία του διαγωνίου.

Να και δύο παραδείγµατα :





2 0 0
0 −1 0
0 0 0









1 −2
0 3
−1 2



 =





(2)(1) (2)(−2)
(−1)(0) (−1)(3)
(0)(−1) (0)(2)



 =





2 −4
0 −3
0 0





και 



1 −2
0 3
−1 2





(
−3 0
0 4

)

=





(−3)(1) (4)(−2)
(−3)(0) (4)(3)

(−3)(−1) (4)(2)



 =





−3 −8
0 12
3 8





4.2 Ο µοναδιαίος πίνακας

΄Ενας ιδιαίτερος διαγώνιος πίνακας είναι εκείνος που έχει όλα τα διαγώνια στοιχεία του ίσα µε τη

µονάδα. ΄Ενας τέτοιος πίνακας n×n λέγεται µοναδιαίος πίνακας τάξης n. Τον µοναδιαίο πίνακα

τάξης n ϑα τον συµβολίζουµε µε In. Για παράδειγµα,

I2 =

(
1 0
0 1

)

, I3 =





1 0 0
0 1 0
0 0 1



 , In =








1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · 1








(Τον όρο «τάξη» ϑα τον εξηγήσουµε αργότερα.)

Οι µοναδιαίοι πίνακες έχουν την ιδιότητα που έχει η µονάδα στο σύνολο των αριθµών: ΄Ο-

πως το γινόµενο οποιουδήποτε αριθµού µε τη µονάδα είναι ο ίδιος αριθµός έτσι και το γινόµενο

οποιουδήποτε πίνακα µε τον µοναδιαίο, είτε από αριστερά είτε από δεξιά, είναι ο ίδιος πίνακας :

In A
n×m

= A και A
n×m

Im = A.

Το ότι ισχύουν αυτές οι δύο ισότητες το καταλαβαίνουµε από την ιδιότητα πολλαπλασιασµού µε

διαγώνιο πίνακα που συζητήσαµε παραπάνω.

Ο µοναδιαίος πίνακας είναι ο µόνος πίνακας που έχει την ιδιότητα να πολλαπλασιάζεται µε

οποιονδήποτε πίνακα και να τον αφήνει αναλλοίωτο. Για να το δούµε αυτό, ας ϑεωρήσουµε ότι

κάποιος πίνακας J
n×n

ικανοποιεί την σχέση JA = A για οποιονδήποτε πίνακα A
n×m

. Τότε ϑέτοντας

ως A τον In ϑα έχουµε JIn = In. Αλλά ο In είναι ο µοναδιαίος εποµένως αφήνει τον J αναλλοίωτο :

JIn = J . Εποµένως το γινόµενο JIn ισούται και µε In και µε J , πράγµα που συνεπάγεται ότι

J = In.

∆είξτε µόνοι σας ότι αν κάποιος πίνακας J
m×m

ικανοποιεί AJ = A για οποιονδήποτε n × m

πίνακα A τότε ισχύει J = Im.
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4.3 ΄Ιχνος πίνακα

Το ίχνος ενός (τετραγωνικού) πίνακα A
n×n

= (aij) είναι το άθροισµα των διαγωνίων στοιχείων του:

tr(A) = a11 + a22 + · · · + ann =

n∑

i=1

aii

(tr από την αγγλική λέξη trace). Για παράδειγµα, τα ίχνη των πινάκων που ϐλέπετε στην αρχή

αυτής της ενότητας (εκείνων στους οποίους είχα σηµαδέψει την κύρια διαγώνιο) είναι

2 + (−2) = 0, 1 + 2 + 3 = 6

Το ίχνος του µοναδιαίου πίνακα τάξης n ισούται µε n: tr(In) = 1 + 1 + · · · + 1
︸ ︷︷ ︸

n άσσοι

= n.

Αν A
n×n

= (aij) ένας τετραγωνικός πίνακας και A′ ο ανάστροφός του τότε

tr(A′) = tr(A).

Για να το δείτε αυτό παρατηρήστε ότι όταν αναστρέφουµε έναν τετραγωνικό πίνακα τα διαγώνια

στοιχεία παραµένουν στην ίδια ϑέση.

Για οποιουσδήποτε πίνακες A
n×n

= (aij), B
n×n

= (bij) (τετραγωνικούς ίδιων διαστάσεων ώστε να

µπορούν να προστεθούν) έχουµε

tr(A + B) = tr(A) + tr(B)

αφού τα διαγώνια στοιχεία του A + B είναι τα a11 + b11, a22 + b22, . . . , ann + bnn και

tr(A + B) =

n∑

i=1

(aii + bii) = (a11 + b11) + (a22 + b22) + · · · + (ann + bnn)

= (a11 + a22 + · · · + ann) + (b11 + b22 + · · · + bnn) =

n∑

i=1

aii +

n∑

i=1

bii

= tr(A) + tr(B).

΄Εστω πίνακες A
n×m

, B
m×n

, τέτοιοι ώστε τα γινόµενα AB
n×n

και BA
m×m

να έχουν και τα δύο νόηµα.

(Προσέξτε ότι λόγω των συγκεκριµένων διαστάσεων των A και B, οι AB και BA είναι και οι δύο

τετραγωνικοί, όχι όµως απαραίτητα ίδιων διαστάσεων.) Ισχύει

tr(AB) = tr(BA).

Για να το δούµε αυτό, ας παρατηρήσουµε ότι τα n διαγώνια στοιχεία του AB
n×n

είναι

m∑

k=1

a1kbk1,
m∑

k=1

a2kbk2, . . . ,
m∑

k=1

ankbkn εποµένως tr(AB) =
n∑

i=1

m∑

k=1

aikbki

Από την άλλη πλευρά, τα m διαγώνια στοιχεία του BA
m×m

είναι

n∑

i=1

b1iai1,
n∑

i=1

b2iai2, . . . ,
n∑

i=1

bmiaim εποµένως tr(BA) =
m∑

k=1

n∑

i=1

bkiaik
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Θυµηθείτε τι είχαµε πει νωρίτερα για τα διπλά αθροίσµατα : Σε ένα διπλό άθροισµα επιτρέπεται

να αλλάξουµε τη σειρά των αθροίσεων αν τα όρια της εσωτερικής άθροισης δεν εξαρτώνται από την

µεταβλητή της εξωτερικής. ΄Αρα,

tr(AB) =

n∑

i=1

m∑

k=1

aikbki =

m∑

k=1

n∑

i=1

aikbki = tr(BA).

Η ιδιότητα επεκτείνεται και σε περισσότερους από δύο πίνακες : Για τους A
n×m

, B
m×ℓ

, C
ℓ×k

ισχύει

tr(ABC) = tr(BCA) = tr(CAB)

και, ακόµη γενικότερα, για τους A1
n1×n2

, A2
n2×n3

, . . . , Ak
nk×n1

ισχύει

tr(A1A2 · · ·Ak
n1×n1

) = tr(A2 · · ·AkA1
n2×n2

) = tr(A3 · · ·AkA1A2
n3×n3

) = · · ·

(∆ηλαδή, το ίχνος του γινοµένου πίνακων που προκύπτει µετακινώντας κάθε ϕορά τον πρώτο

πίνακα στο τέλος παραµένει αναλλοίωτο.)

4.4 Ορίζουσα πίνακα

Τις ορίζουσες πινάκων 2 × 2 τις γνωρίζετε από το σχολείο : Ξέρετε ότι

η ορίζουσα του πίνακα

(
α β
γ δ

)

είναι ο αριθµός αδ − βγ.

Εδώ ϑα συζητήσουµε ορίζουσες πινάκων n × n για οποιονδήποτε ϕυσικό αριθµό n.

Γενικά, η ορίζουσα ενός (τετραγωνικού) πίνακα A
n×n

είναι ένας αριθµός. Την ορίζουσα του

πίνακα A ϑα την συµβολίζουµε µε |A|. (Ο συµβολισµός µοιάζει µε αυτόν της απόλυτης τιµής αλλά

η ορίζουσα δεν έχει καµµία σχέση µ΄ αυτήν.) ΄Αλλος συµβολισµός που µπορεί να συναντήσετε για

την ορίζουσα του A είναι ο det(A) από την λέξη determinant που είναι ο αγγλικός όρος για την

ορίζουσα. Να σηµειωθεί ότι όταν ϑέλουµε να συµβολίσουµε την ορίζουσα ενός πίνακα γράφοντάς

τον αναλυτικά ϑα ϐάζουµε κάθετες γραµµές αντί για παρενθέσεις. Για παράδειγµα, την ορίζουσα

του πίνακα

(
α β
γ δ

)

ϑα την γράφουµε

∣
∣
∣
∣

α β
γ δ

∣
∣
∣
∣
.

Ως µαθηµατικό αντικείµενο η ορίζουσα έχει λίγο περίπλοκο ορισµό. Γι΄ αυτό ϑα την ορίσουµε

ϐάσει του αναδροµικού τύπου που δίνει την τιµή της. Η ορίζουσα του πίνακα A
n×n

= (aij) ορίζεται

ως

|A| =







a11, αν n = 1,

n∑

i=1
(−1)i+1ai1|Ai1|, αν n > 1,

(1)

όπου εδώ Aij είναι ο πίνακας διαστάσεων (n−1)×(n−1) που προκύπτει από τον A αν διαγράψουµε

την γραµµή i και την στήλη j. (Μην τροµάζετε µε τον παραπάνω τύπο, ϑα τον εξηγήσουµε αµέσως.)

Κατ΄ αρχάς ο τύπος λέει ότι αν n = 1, οπότε και ο πίνακας είναι 1 × 1, τότε η ορίζουσα ισούται

µε το µοναδικό στοιχείο του, το a11. Αν όµως n > 1 τότε παίρνουµε την πρώτη στήλη του (που

αποτελείται από τα στοιχεία a11, a21, . . . , an1) και υπολογίζουµε την εξής παράσταση:

+a11|A11| − a21|A21| + · · · + (−1)n+1an1|An1|.
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Βλέπουµε ότι η παράσταση είναι ένα άθροισµα, κάθε όρος του οποίου είναι το γινόµενο ενός

στοιχείου της πρώτης στήλης επί την ορίζουσα του πίνακα που προκύπτει αν διαγράψουµε από τον

A την στήλη και την γραµµή που ϐρίσκεται αυτό το στοιχείο (δηλαδή για το ai1 την στήλη 1 και

την γραµµή i). Στο άθροισµα τα πρόσηµα εναλλάσσονται : το a11 έχει +, το a21 έχει −, το a31 (αν

υπάρχει) έχει +, το a41 (αν υπάρχει) έχει − κ.ο.κ. Γενικά, το ai1 έχει το πρόσηµο του (−1)i+1 (το

a11 έχει του (−1)1+1 = +1, το a21 έχει του (−1)2+1 = −1 κλπ.)

Είναι ϕυσικό να αναρωτηθεί κανείς πώς υπολογίζουµε τις ορίζουσες |A11|, |A21|, . . . , |An1|.
Είπαµε παραπάνω ότι αν ο πίνακας είναι 1 × 1 τότε η ορίζουσα ταυτίζεται µε το µοναδικό στοιχείο

του. Αν ο πίνακας είναι 2 × 2, τότε σύµφωνα µε τον παραπάνω τύπο,

|A| =

∣
∣
∣
∣

a11 a12

a21 a22

∣
∣
∣
∣
= a11|A11| − a21|A21| = a11

∣
∣
∣
∣

a11 a12

a21 a22

∣
∣
∣
∣
− a21

∣
∣
∣
∣

a11 a12

a21 a22

∣
∣
∣
∣
= a11a22 − a21a12

µια και ο πίνακας A11 που προκύπτει διαγράφοντας την πρώτη γραµµή και την πρώτη στήλη του

A είναι ο πίνακας (a22) (που έχει διαστάσεις 1 × 1), οπότε |A11| = a22, ενώ ο πίνακας A21 που

προκύπτει διαγράφοντας την δεύτερη γραµµή και την πρώτη στήλη του A είναι ο πίνακας (a12),

οπότε |A21| = a12. (Παρατηρήστε ότι το αποτέλεσµα a11a22 − a21a12 είναι το ίδιο µε εκείνο που

ξέρετε από το σχολείο. Για τις ορίζουσες 2 × 2 ϑα χρησιµοποιούµε τον τρόπο του σχολείου· δεν

χρειάζεται να αναφερόµαστε στον ορισµό που δώσαµε εδώ.)

Υποθέστε τώρα ότι ο πίνακας είναι 3 × 3. Τότε, σύµφωνα µε τον ορισµό,

∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= a11|A11| − a21|A21| + a31|A31|

= a11

∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣
∣
∣
∣
∣
∣

− a21

∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣
∣
∣
∣
∣
∣

+ a31

∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= a11

∣
∣
∣
∣

a22 a23

a32 a33

∣
∣
∣
∣
− a21

∣
∣
∣
∣

a12 a13

a32 a33

∣
∣
∣
∣
+ a31

∣
∣
∣
∣

a12 a13

a22 a23

∣
∣
∣
∣

(οπότε έχουµε να υπολογίσουµε ορίζουσες 2 × 2 που είδαµε πώς γίνεται)

= a11(a22a33 − a23a32) − a21(a12a33 − a13a32) + a31(a12a23 − a13a22)

= a11a22a33 − a11a23a32 − a21a12a33 − a21a13a32 + a31a12a23 − a31a13a22.

Αυτός είναι ο «τύπος» για τις ορίζουσες 3× 3 (τον οποίον ϕυσικά δεν χρειάζεται να τον µάθουµε απ΄

έξω, µας αρκεί µόνο να ϑυµόµαστε πώς την υπολογίζουµε ϐάσει του ορισµού).

Αν ο πίνακας είναι 4 × 4 τότε από τον ορισµό έχουµε

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= a11|A11| − a21|A21| + a31|A31| − a41|A41|

µε τις ορίζουσες |A11|, |A21|, |A31|, |A41| να είναι 3×3 (µια και σε σχέση µε τον αρχικό πίνακα 4×4

είναι ορίζουσες πινάκων που τους λείπει µία γραµµή και µία στήλη) που είδαµε προηγουµένως

πώς υπολογίζονται.
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Γενικά, αν ο πίνακας είναι n×n, τότε για τον υπολογισµό της ορίζουσάς του πρέπει να υπολο-

γίσουµε ορίζουσες (n−1)×(n−1) που για τον υπολογισµό της κάθε µίας πρέπει να υπολογίσουµε

ορίζουσες (n − 2) × (n − 2) κ.ο.κ. µέχρι να ϕτάσουµε σε ορίζουσες 2 × 2 που τις υπολογίζουµε

όπως ξέρουµε από το σχολείο. (Γι΄ αυτό και αναφέρθηκα στον ορισµό ως «αναδροµικό»: για το n

χρησιµοποιείται το αποτέλεσµα για n − 1, για το n − 1 χρησιµοποιείται το αποτέλεσµα για n − 2

κ.ο.κ. µέχρι να ϕτάσουµε στο 1 όπου ο τύπος είναι σαφής.)

Ας δούµε µερικά παραδείγµατα :

∣
∣
∣
∣
∣
∣

3 −1 0
1 1 −2
−1 2 2

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= (3)

∣
∣
∣
∣

1 −2
2 2

∣
∣
∣
∣
− (1)

∣
∣
∣
∣

−1 0
2 2

∣
∣
∣
∣
+ (−1)

∣
∣
∣
∣

−1 0
1 −2

∣
∣
∣
∣

= (3){(1)(2) − (−2)(2)} − (1){(−1)(2) − (0)(2)} + (−1){(−1)(−2) − (0)(1)}
= (3)(6) − (1)(−2) + (−1)(2) = 18 + 2 − 2 = 18

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

2 −1 1 1
−1 0 −2 0
1 −1 1 3
−2 1 4 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= (2)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 −2 0
−1 1 3
1 4 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

− (−1)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

−1 1 1
−1 1 3
1 4 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

+ (1)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

−1 1 1
0 −2 0
1 4 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

− (−2)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

−1 1 1
0 −2 0
−1 1 3

∣
∣
∣
∣
∣
∣

(υπολογίστε µόνοι σας τις ορίζουσες 3 × 3 και ϐρείτε −8, 10, 4, 4, αντίστοιχα)

= (2)(−8) − (−1)(10) + (1)(4) − (−2)(4) = −16 + 10 + 4 + 8 = 6

Ο τύπος υπολογισµού της ορίζουσας
∑n

i=1(−1)i+1ai1|Ai1| ϐασίζεται όπως είδαµε στην πρώτη

στήλη γι΄ αυτό αναφερόµαστε σε αυτόν τον τύπο ως «ανάπτυγµα της ορίζσυσας ως προς την στήλη

1». Ακριβώς το ίδιο αποτέλεσµα προκύπτει αν την αναπτύξουµε και ως προς οποιαδήποτε άλλη

στήλη αλλά και ως προς οποιαδήποτε γραµµή. Ισχύει δηλαδή

|A| =

n∑

i=1

(−1)i+1ai1|Ai1| =

n∑

i=1

(−1)i+2ai2|Ai2| = · · · =

n∑

i=1

(−1)i+nain|Ain|

(ως προς την στήλη 1) (ως προς την στήλη 2) (ως προς την στήλη n)

=
n∑

j=1

(−1)1+ja1j |A1j | =
n∑

j=1

(−1)2+ja2j|A2j | = · · · =
n∑

j=1

(−1)n+janj|Anj |

(ως προς την γραµµή 1) (ως προς την γραµµή 2) (ως προς την γραµµή n)

Για παράδειγµα,

∣
∣
∣
∣
∣
∣

3 −1 0
1 1 −2
−1 2 2

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= + (3)

∣
∣
∣
∣

1 −2
2 2

∣
∣
∣
∣
− (1)

∣
∣
∣
∣

−1 0
2 2

∣
∣
∣
∣
+ (−1)

∣
∣
∣
∣

−1 0
1 −2

∣
∣
∣
∣

(ως προς την στήλη 1)

= + (3)(6) − (1)(−2) + (−1)(2) = 18 + 2 − 2 = 18

= − (−1)

∣
∣
∣
∣

1 −2
−1 2

∣
∣
∣
∣
+ (1)

∣
∣
∣
∣

3 0
−1 2

∣
∣
∣
∣
− (2)

∣
∣
∣
∣

3 0
1 −2

∣
∣
∣
∣

(ως προς την στήλη 2)

= − (−1)(0) + (1)(6) − (2)(−6) = 0 + 6 + 12 = 18

= + (0)

∣
∣
∣
∣

1 1
−1 2

∣
∣
∣
∣
− (−2)

∣
∣
∣
∣

3 −1
−1 2

∣
∣
∣
∣
+ (2)

∣
∣
∣
∣

3 −1
1 1

∣
∣
∣
∣

(ως προς την στήλη 3)
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= + (0)(3) − (−2)(5) + (2)(4) = 0 + 10 + 8 = 18

= + (3)

∣
∣
∣
∣

1 −2
2 2

∣
∣
∣
∣
− (−1)

∣
∣
∣
∣

1 −2
−1 2

∣
∣
∣
∣
+ (0)

∣
∣
∣
∣

1 1
−1 2

∣
∣
∣
∣

(ως προς την γραµµή 1)

= + (3)(6) − (−1)(0) + (0)(3) = 18 + 0 + 0 = 18

= − (1)

∣
∣
∣
∣

−1 0
2 2

∣
∣
∣
∣
+ (1)

∣
∣
∣
∣

3 0
−1 2

∣
∣
∣
∣
− (−2)

∣
∣
∣
∣

3 −1
−1 2

∣
∣
∣
∣

(ως προς την γραµµή 2)

= − (1)(−2) + (1)(6) − (−2)(5) = 2 + 6 + 10 = 18

= + (−1)

∣
∣
∣
∣

−1 0
1 −2

∣
∣
∣
∣
− (2)

∣
∣
∣
∣

3 0
1 −2

∣
∣
∣
∣
+ (2)

∣
∣
∣
∣

3 −1
1 1

∣
∣
∣
∣

(ως προς την γραµµή 3)

= + (−1)(2) − (2)(−6) + (2)(4) = −2 + 12 + 8 = 18.

΄Ολα δίνουν την ίδια τιµή : 18.

Η παρακολούθηση της απόδειξης του ότι όλα τα αναπτύγµατα δίνουν το ίδιο αποτέλεσµα απαιτεί

αρκετό χρόνο. Γι΄ αυτό ϑα την παραλείψουµε και ϑα δεχτούµε ότι αυτό που είδαµε ότι συµβαίνει

στο παράδειγµα ισχύει πάντοτε για τις ορίζουσες όλων των πινάκων n × n.

Ποιο απ΄ όλα τα αναπτύγµατα είναι προτιµότερο να παίρνουµε ; Η απάντηση είναι απλή: όποιο

µας ϐολεύει κάθε ϕορά. Συνήθως αναπτύσσουµε ως προς την γραµµή ή στήλη που περιέχει τα

περισσότερα µηδενικά έτσι ώστε να υπολογίσουµε όσο το δυνατόν λιγότερες ορίζουσες αργότερα.

Για παράδειγµα, για να υπολογίσουµε την ορίζουσα

∣
∣
∣
∣
∣
∣

2 −1 3
1 1 0
0 0 −4

∣
∣
∣
∣
∣
∣

µας συµφέρει να αναπτύξουµε

ως προς την τρίτη γραµµή που έχει δύο µηδενικά :
∣
∣
∣
∣
∣
∣

2 −1 3
1 1 0
0 0 −4

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= (−1)3+3(−4)

∣
∣
∣
∣

2 −1
1 1

∣
∣
∣
∣
= (−4)(3) = −12

΄Οποιο άλλο ανάπτυγµα και να παίρναµε ϑα ϐρίσκαµε το ίδιο αποτέλεσµα αλλά αναπτύσσοντας ως

προς την τρίτη γραµµµή χρειάστηκε µετά να υπολογίσουµε µόνο µία ορίζουσα.

Το γεγονός ότι δεν έχει σηµασία ως προς το ποια γραµµή ή στήλη ϑα αναπτύξουµε την ορίζουσα

συνεπάγεται αµέσως ότι η ορίζουσα του αναστρόφου ενός πίνακα ισούται µε την ορίζουσα του

πίνακα:

|A′| = |A|

∆ιάφορες άλλες χρήσιµες και σηµαντικές ιδιότητες των οριζουσών είναι οι ακόλουθες :

• Αν A
n×n

, B
n×n

είναι τετραγωνικοί πίνακες ίδιων διαστάσεων τότε

|AB| = |A||B|

Για παράδειγµα, έστω

A =

(
2 −1
1 3

)

, B =

(
−1 1
−1 4

)

, οπότε AB =

(
−1 −2
−4 13

)

και

|A| =

∣
∣
∣
∣

2 −1
1 3

∣
∣
∣
∣
= 7, |B| =

∣
∣
∣
∣

−1 1
−1 4

∣
∣
∣
∣
= −3, |AB| =

∣
∣
∣
∣

−1 −2
−4 13

∣
∣
∣
∣
= −21 = (7)(−3)
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(όµως, γενικά, |A + B| 6= |A| + |B|)

• Αν δύο γραµµές ή δύο στήλες ενός πίνακα ταυτίζονται τότε η ορίζουσά του ισούται µε µηδέν.

• Αν εναλλάξουµε µεταξύ τους δύο οποιεσδήποτε γραµµές ή στήλες ενός πίνακα τότε η ορίζουσα

αλλάζει πρόσηµο, π.χ.

∣
∣
∣
∣
∣
∣

3 −1 0
1 1 −2
−1 2 2

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 18 και

∣
∣
∣
∣
∣
∣

−1 3 0
1 1 −2
2 −1 2

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= −18

(διαπιστώστε το)

• Αν προσθέσουµε σε µία γραµµή ή µία στήλη ένα πολλαπλάσιο µίας άλλης γραµµής ή στήλης,

αντίστοιχα, τότε η ορίζουσα δεν αλλάζει, π.χ.

∣
∣
∣
∣
∣
∣

3 −1 0
1 1 −2
−1 2 2

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

3 + (−2)(1) −1 + (−2)(1) 0 + (−2)(−2)
1 1 −2
−1 2 2

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 −3 4
1 1 −2
−1 2 2

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 18

• Αν πολλαπλασιάσουµε µία γραµµή ή µία στήλη µε κάποιον αριθµό τότε η ορίζουσα πολλα-

πλασιάζεται επίσης επί αυτόν τον αριθµό, π.χ.

∣
∣
∣
∣

−1 1
−1 4

∣
∣
∣
∣
= −3,

∣
∣
∣
∣

(5)(−1) (5)(1)
−1 4

∣
∣
∣
∣
= (5)(−3) = −15

• Αν c κάποιος αριθµός και A
n×n

τότε

|cA| = cn|A|

π.χ.

A
2×2

=

(
−1 1
−1 4

)

, 3A =

(
−3 3
−3 12

)

και

∣
∣
∣
∣

−1 1
−1 4

∣
∣
∣
∣
= −3,

∣
∣
∣
∣

−3 3
−3 12

∣
∣
∣
∣
= −27 = (32)(−3)

• Αν γράψουµε τη στήλη (δηλαδή το διάνυσµα) a
˜

j ως άθροισµα δύο άλλων διανυσµάτων,

a
˜

j = b
˜

j + c
˜

j , τότε

∣
∣a
˜

1 a
˜

2 · · · a
˜

j · · · a
˜

n

∣
∣ =

∣
∣a
˜

1 a
˜

2 · · · b
˜

j · · · a
˜

n

∣
∣+
∣
∣a
˜

1 a
˜

2 · · · c
˜

j · · · a
˜

n

∣
∣

π.χ.

18 =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

3 −1 0
1 1 −2
−1 2 2

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

3 1 − 2 0
1 5 − 4 −2
−1 1 + 1 2

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

3 1 0
1 5 −2
−1 1 2

∣
∣
∣
∣
∣
∣

+

∣
∣
∣
∣
∣
∣

3 −2 0
1 −4 −2
−1 1 2

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 36 + (−18)

Η ορίζουσα ενός διαγωνίου πίνακα ισούται µε το γινόµενο των διαγώνιων στοιχείων του:

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

λ1

λ2

. . .

λn

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

0

0
=

n∏

i=1

λi = λ1λ2 · · ·λn
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Για να δείτε γιατί, αναπτύξτε ως προς την πρώτη στήλη που έχει µοναδικό µη µηδενικό στοιχείο το

λ1 για να δείτε ότι η ορίζουσα ισούται µε

λ1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

λ2

. . .

λn

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

0

0

Κάντε το ίδιο µε την πρώτη στήλη της τελευταίας ορίζουσας για να πάρετε λ1λ2

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

λ3

. . .

λn

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

0

0
κ.ο.κ.

Ειδικότερα, η ορίζουσα του µοναδιαίου πίνακα In ισούται µε 1.

4.5 Αντίστροφος πίνακα

΄Ενας πίνακας A
n×n

λέγεται αντιστρέψιµος αν υπάρχει πίνακας B
n×n

τέτοιος ώστε

AB = BA = In

Αν συµβαίνει κάτι τέτοιο τότε ο πίνακας B είναι µοναδικός : δεν υπάρχει άλλος πίνακας που να

ικανοποιεί την παραπάνω ιδιότητα. Για να το δείτε αυτό υποθέστε ότι υπάρχει κάποιος πίνακας

C
n×n

για τον οποίον ισχύει CA = In. Πολλαπλασιάζοντας από δεξιά µε τον B παίρνουµε

(CA)B = InB ⇔ C(AB) = B

(εφαρµόζοντας στο αριστερό µέλος την προσεταιριστική ιδιότητα

και στο δεξί το ότι InB = B)

⇔ CIn = B

(γιατί AB = In)

⇔ C = B.

∆είξτε µόνοι σας ότι αν υπάρχει πίνακας C
n×n

έτσι ώστε AC = In τότε επίσης C = B.

Ο µοναδικός πίνακας B (αν υπάρχει) για τον οποίον ισχύει η παραπάνω ιδιότητα καλείται

αντίστροφος του A και συµβολίζεται µε A−1.

Παρατηρήστε ότι ο συµβολισµός είναι ο ίδιος µε εκείνον που χρησιµοποιούµε για τον αντίστροφο ενός

αριθµού διαφορετικού από το µηδέν : ο αντίστροφος ενός αριθµού a 6= 0 είναι ο a−1 ≡ 1/a που όταν

πολλαπλασιαστεί µε τον a δίνει τη µονάδα: aa−1 = a−1a = 1. Ακριβώς το ίδιο ισχύει και για τους

αντίστροφους πίνακες µε τον ϱόλο της µονάδας να τον έχει ο µοναδιαίος πίνακας. ∆εν γράφουµε όµως ποτέ

1/A για τον αντίστροφο ενός πίνακα: η πράξη της διαίρεσης δεν έχει νόηµα στους πίνακες.

Αν ο A
n×n

είναι αντιστρέψιµος τότε η ορίζουσα του αντιστρόφου του ισούται µε τον αντίστροφο

της ορίζουσάς του:

|A−1| = 1/|A|

Είναι εύκολο να το δούµε αυτό : Αφού AA−1 = In, ϑα έχουµε |AA−1| = |In| ⇔ |A||A−1| = 1. Αυτό

µας λέει ότι αν κάποιος πίνακας έχει µηδενική ορίζουσα τότε δεν είναι αντιστρέψιµος. Από την άλλη

πλευρά, εφ΄ όσον |A| 6= 0 τότε ο A−1 υπάρχει και το στοιχείο ij του ισούται µε (−1)i+j |Aji|/|A|,
όπου |Aji| είναι η ορίζουσα του πίνακα που προκύπτει διαγράφοντας την γραµµή j και την στήλη
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i του A. Για να καταλάβουµε γιατί, ας δούµε ποιο είναι το στοιχείο ij του πίνακα AB όπου B ο

πίνακας µε στοιχείο ij το (−1)i+j |Aji|/|A|. Παίρνοντας το εσωτερικό γινόµενο της γραµµής i του

A µε την στήλη j του B ϐρίσκουµε

ai1(−1)1+j |Aj1|/|A|+ai2(−1)2+j |Aj2|/|A|+· · ·+ain(−1)n+j |Ajn|/|A| =
1

|A|

n∑

k=1

(−1)k+jaik|Ajk|.

Στην περίπτωση που j = i τότε έχουµε
∑n

k=1(−1)k+jajk|Aik| =
∑n

k=1(−1)k+iaik|Aik| = |A| µια

που το άθροισµα είναι το ανάπτυγµα της ορίζουσας του A ως προς την γραµµή j. Αυτό µας λέει

ότι τα διαγώνια στοιχεία του πίνακα AB είναι 1. Στην περίπτωση που j 6= i ϑεωρήστε τον πίνακα

που προκύπτει από τον A αν αντικαταστήσουµε την γραµµή j του µε την i. Αυτός ο πίνακας

έχει δύο ίδιες γραµµές οπότε η ορίζουσά του είναι ίση µε µηδέν. Το ανάπτυγµα της ορίζουσας

αυτού του πίνακα ως προς την γραµµή j είναι
∑n

k=1(−1)k+jaik|Ajk| (µια και η γραµµή j του

είναι ai1, . . . , ain). Εποµένως για i 6= j το στοιχείο ij του AB (που είναι το προηγούµενο άθροισµα

πολλαπλασιασµένο µε |A|) ισούται µε µηδέν. ∆είξτε µόνοι σας ότι ο πίνακας B ικανοποιεί BA = In.

Εποµένως

ένας πίνακας A
n×n

είναι αντιστρέψιµος αν και µόνον αν η ορίζουσά του δεν είναι µηδέν.

Ο πίνακας διαστάσεων n × n του οποίου το στοιχείο ij ισούται µε (−1)i+j |Aji| καλείται προσαρτη-

µένος (adjoint) στον A και συχνά συµβολίζεται µε adj(A). Εποµένως ο αντίστροφος του A είναι ο

A−1 = adj(A)/|A|.

Εφαρµόζοντας τα παραπάνω στην περίπτωση πινάκων 2 × 2 ϐρίσκουµε ότι

ο αντίστροφος του

(
α β
γ δ

)

είναι ο
1

αδ − βγ

(
δ −β
−γ α

)

εφ΄ όσον ϕυσικά αδ − βγ 6= 0 (δηλαδή η ορίζουσα είναι µη µηδενική). Για του λόγου το αληθές :

(
α β
γ δ

)(
δ −β
−γ α

)

=

(
(α)(δ) + (β)(−γ) (α)(−β) + (β)(α)
(γ)(δ) + (δ)(−γ) (γ)(−β) + (δ)(α)

)

=

(
αδ − βγ 0

0 αδ − βγ

)

Ας ϐρούµε και τον αντίστροφο του πίνακα A =





3 −1 0
1 1 −2
−1 2 2



 που στην προηγούµενη ενότητα

είχαµε δει µε πολλούς διαφορετικούς τρόπους ότι έχει ορίζουσα 18 6= 0 άρα είναι αντιστρέψιµος.

Ο αντίστροφός του είναι ο

1

|A|





|A11| −|A21| |A31|
−|A12| |A22| −|A32|
|A13| −|A23| |A33|



 =
1

18












∣
∣
∣
∣

1 −2
2 2

∣
∣
∣
∣

−
∣
∣
∣
∣

−1 0
2 2

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

−1 0
1 −2

∣
∣
∣
∣

−
∣
∣
∣
∣

1 −2
−1 2

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

3 0
−1 2

∣
∣
∣
∣

−
∣
∣
∣
∣

3 0
1 −2

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

1 1
−1 2

∣
∣
∣
∣

−
∣
∣
∣
∣

3 −1
−1 2

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

3 −1
1 1

∣
∣
∣
∣












=
1

18





6 2 2
0 6 6
3 −5 4



 =





6/18 2/18 2/18
0 6/18 6/18

3/18 −5/18 4/18




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(∆εν έχω κάνει απλοποιήσεις, όπως π.χ. 6/18 = 1/3, απλώς για να ϕαίνεται ακριβώς τι γίνεται.)

Ας επιβεβαιώσουµε ότι αυτός είναι πράγµατι ο αντίστροφος του A:

1

18





6 2 2
0 6 6
3 −5 4









3 −1 0
1 1 −2
−1 2 2





=
1

18





(6)(3) + (2)(1) + (2)(−1) (6)(−1) + (2)(1) + (2)(2) (6)(0) + (2)(−2) + (2)(2)
(0)(3) + (6)(1) + (6)(−1) (0)(−1) + (6)(1) + (6)(2) (0)(0) + (6)(−2) + (6)(2)

(3)(3) + (−5)(1) + (4)(−1) (3)(−1) + (−5)(1) + (4)(2) (3)(0) + (−5)(−2) + (4)(2)





=
1

18





18 + 2 − 2 −6 + 2 + 4 0 − 4 + 4
0 + 6 − 6 0 + 6 + 12 0 − 12 + 12
9 − 5 − 4 −3 − 5 + 8 0 + 10 + 8



 =
1

18





18 0 0
0 18 0
0 0 18



 =





1 0 0
0 1 0
0 0 1





Επιβεβαιώστε εσείς ότι πολλαπλασιάζοντας και από δεξιά παίρνουµε πάλι τον µοναδιαίο πίνακα.

΄Οπως καταλαβαίνετε το να ϐρούµε τον αντίστροφο πίνακα µεγαλύτερων διαστάσεων µε την

παραπάνω διαδικασία απαιτεί πολλούς υπολογισµούς. Σε επόµενη ενότητα ϑα εξηγήσουµε πώς

µπορούµε να ϐρούµε τον αντίστροφο ενός πίνακα n× n λύνοντας ταυτόχρονα n συστήµατα εξισώ-

σεων.

΄Οπως είπαµε, ο A
n×n

µε τον αντίστροφό του A−1 ικανοποιούν τις σχέσεις AA−1 = A−1A =

In. Από αυτό ϐλέπουµε αµέσως ότι ο αντίστροφος του αντιστρόφου ενός πίνακα είναι ο αρχικός

πίνακας :

(A−1)−1 = A

Ο αντίστροφος του αναστρόφου ενός πίνακα είναι ο ανάστροφος του αντιστρόφου του. Πράγ-

µατι, εφαρµόζοντας την ιδιότητα (AB)′ = B′A′ παίρνουµε

A′(A−1)′ = (A−1A)′ = I ′n = In και (A−1)′A′ = (AA−1)′ = I ′n = In

Αν οι πίνακες A
n×n

, B
n×n

είναι αντιστρέψιµοι τότε ο AB είναι επίσης αντιστρέψιµος και ισχύει

(AB)−1 = B−1A−1

Είναι εύκολο να το δούµε αυτό : (AB)(B−1A−1) = A(BB−1)A−1 = AInA−1 = AA−1 = In.

∆είξτε εσείς και ότι (B−1A−1)(AB) = In. Η ιδιότητα γενικεύεται και σε περισσότερους από δύο

αντιστρέψιµους πίνακες n × n:

(A1A2 · · ·Ak)
−1 = A−1

k · · ·A−1
2 A−1

1

΄Ενας διαγώνιος πίνακας είναι αντιστρέψιµος αν και µόνον αν τα διαγώνια στοιχεία του είναι όλα

µη µηδενικά (αφού τότε και µόνον τότε η ορίζουσά του είναι διάφορη του µηδενός). Ο αντίστροφος

του διαγώνιου πίνακα diag(λ1, λ2, . . . , λn) είναι ο diag(1/λ1, 1/λ2, . . . , 1/λn). Για παράδειγµα,







−2 0 0 0
0 1 0 0
0 0 3 0
0 0 0 2







−1

=







−1/2 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1/3 0
0 0 0 1/2







Φυσικά, ο αντίστροφος του µοναδιαίου πίνακα είναι ο εαυτός του:

I−1
n = In
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4.6 Τριγωνικοί πίνακες

΄Ενας (τετραγωνικός) πίνακας καλείται άνω τριγωνικός αν όλα τα στοιχεία του κάτω από την

κύρια διαγώνιο ισούνται µε µηδέν. Για παράδειγµα, οι πίνακες

(
2 1
0 1

)

,





−1 2 0
0 0 −5
0 0 4



 ,







12 0 4 −1
0 −3 1 1
0 0 1 0
0 0 0 2







είναι άνω τριγωνικοί γιατί όλα τα στοιχεία τους κάτω από την κύρια διαγώνιο (που τα έχω γράψει

µε πλάγια γραµµατοσειρά) είναι µηδέν.

΄Ενας (τετραγωνικός) πίνακας καλείται κάτω τριγωνικός αν όλα τα στοιχεία του πάνω από την

κύρια διαγώνιο ισούνται µε µηδέν. Για παράδειγµα, οι ακόλουθοι πίνακες είναι κάτω τριγωνικοί :

(
3 0

4 −1

)

,





−1 0 0

0 0 0

2 −1 −1



 ,







0 0 0 0

1 1 0 0

−3 10 1 0

−1 −2 3 2







Προφανώς, ο ανάστροφος ενός άνω τριγωνικού πίνακα είναι κάτω τριγωνικός και το αντίστροφο.

Κάθε διαγώνιος πίνακας είναι ταυτόχρονα και άνω και κάτω τριγωνικός.

Η ορίζουσα ενός τριγωνικού πίνακα (είτε άνω είτε κάτω) ισούται µε το γινόµενο των διαγωνίων

στοιχείων του. Για να το δείτε αυτό για τους άνω τριγωνικούς πίνακες, αναπτύξτε την ορίζουσα ως

προς την πρώτη στήλη του που έχει όλα τα στοιχεία της µηδέν εκτός ενδεχοµένως από το πρώτο.

Στη συνέχεια κάντε το ίδιο και µε τις ορίζουσες µικρότερης τάξης. Για τους κάτω τριγωνικούς

ακολουθήστε την ίδια διαδιασία αλλά αναπτύσσοντας ως προς τις γραµµές.

Υπολογισµός οριζουσών µετασχηµατίζοντάς τις σε τριγωνικές. Η τελευταία ιδιότητα των τριγωνικών

πινάκων µας δίνει έναν λιγότερο χρονοβόρο τρόπο να υπολογίζουµε ορίζουσες, ειδικά αν έχουν

µεγάλη διάσταση. ΄Οπως είπαµε στην ενότητα των οριζουσών, η πρόσθεση ενός πολλαπλασίου

µίας γραµµµής σε µία άλλη γραµµή δεν αλλάζει την τιµή της ορίζουσας ενώ η εναλλαγή δύο

γραµµών της αλλάζει µόνο το πρόσηµο. Προσθέτοντας κατάλληλα πολλαπλάσια γραµµών σε άλλες

γραµµές και εναλλάσσοντας γραµµές µεταξύ τους µπορούµε να καταλήξουµε εύκολα σε έναν άνω

τριγωνικό πίνακα και να υπολογίσουµε την ορίζουσα πολλαπλασιάζοντας τα διαγώνια στοιχεία του.

Το επόµενο παράδειγµα ϑα σας ϐοηθήσει να καταλάβετε. Κάτω από κάθε ορίζουσα ϑα σηµειώνω

τι πράξεις πρόκειται να κάνω προκειµένου να πάρω την επόµενη. Ο συµβολισµός ri → ri + λrj

ϑα σηµαίνει ότι την ϑέση της γραµµής i (της «ith row», εξ ου και το r) ϑα την πάρει το άθροισµα

της γραµµής i και της γραµµής j πολλαπλασιασµένης επί λ (οπότε η τιµή της ορίζουσας δεν ϑα

αλλάξει) ενώ ri ↔ rj ϑα σηµαίνει αµοιβαία αλλαγή των γραµµών i και j (οπότε η ορίζουσα ϑα

αλλάξει πρόσηµο).
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

2 0 3 −1
−1 1 0 2
2 1 −4 1
0 2 1 −1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

r1 → r1 + 2r2

r3 → r3 + 2r2

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 2 3 3
−1 1 0 2
0 3 −4 5
0 2 1 −1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

r1 ↔ r2
(ϑα αλλάξει
το πρόσηµο)

= −

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

−1 1 0 2
0 2 3 3
0 3 −4 5
0 2 1 −1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

r3 → r3 − (3/2)r2

r4 → r4 − r2

=
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−

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

−1 1 0 2
0 2 3 3
0 0 −17/2 1/2
0 0 −2 −4

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

r4 → r4 − (4/17)r3

= −

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

−1 1 0 2
0 2 3 3
0 0 −17/2 1/2
0 0 0 −70/17

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= −(−1)(2)(−17/2)(−70/17) = 70

Το ποιοι ακριβώς µετασχηµατισµοί γραµµών ϑα χρησιµοποιηθούν δεν έχει καµµία σηµασία. ∆ια-

ϕορετικοί δε µετασχηµατισµοί ϑα οδηγήσουν πιθανότατα σε διαφορετικό άνω τριγωνικό πίνακα.

Εφ΄ όσον όµως οι πράξεις γίνουν σωστά, η ορίζουσα του άνω τριγωνικού πίνακα που ϑα καταλή-

ξουµε συµπίπτει µε την ορίζουσα του αρχικού πίνακα. ∆οκιµάστε στο προηγούµενο παράδειγµα

τους ακόλουθους µετασχηµατισµούς (µε αυτήν τη σειρά): r1 → r1+r2, r2 → r2+r1, r3 → r3−2r1,

r2 → r2 + 2r3, r4 → r4 + 2r3, r2 ↔ r3, r4 → r4 − (19/17)r3 για να υπολογίσετε την ορίζουσα

πολλαπλασιάζοντας −(1)(−1)(−17)(−70/17) = 70.

Αντίστοιχους µετασχηµατισµούς µπορούµε να κάνουµε και στις στήλες εκτός από τις γραµµές. Θα

υπολογίσω στη συνέχεια µία, ϕαινοµενικά «δύσκολη» ορίζουσα κάνοντας µετασχηµατισµούς σε γραµµές

και στήλες. Τους µετασχηµατισµούς των στηλών ϑα τους συµβολίσω µε ci → ci + λcj (η στήλη i «η ith

column» αντικαθίσταται µε το άθροισµα της στήλης i και της στήλης j πολλαπλασιασµένης επί λ, οπότε η

τιµή της ορίζουσας δεν αλλάζει) και ci ↔ cj (αµοιβαία αλλαγή των στηλών i και j, οπότε η ορίζουσα αλλάζει

πρόσηµο). Θεωρήστε την ορίζουσα n × n

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a b b . . . b b
b a b . . . b b
b b a . . . b b
...

...
...

...
...

b b b . . . a b
b b b . . . b a

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

δηλαδή την ορίζουσα του πίνακα n × n που έχει τα διαγώνια στοιχεία του ίσα µε a και τα µη διαγώνια ίσα

µε b. Αν σας προβληµατίζει η γενική µορφή της δείτε την για n = 2, 3, 4, 5:

∣
∣
∣
∣

a b
b a

∣
∣
∣
∣
,

∣
∣
∣
∣
∣
∣

a b b
b a b
b b a

∣
∣
∣
∣
∣
∣

,

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a b b b
b a b b
b b a b
b b b a

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

,

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a b b b b
b a b b b
b b a b b
b b b a b
b b b b a

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

Θα δείξουµε ότι η ορίζουσα ισούται µε (a− b)n−1{a+(n−1)b} ϕέρνοντάς στην σε άνω τριγωνική µορφή και

πολλαπλασιάζοντας τα διαγώνια στοιχεία. Αυτό σηµαίνει ότι για n = 2 ισούται µε (a − b)(a + b) (κάτι που

ϐλέπουµε και απ΄ ευθείας αφού κάνοντας την πράξη του σχολείου παίρνουµε a2 − b2), για n = 3 ισούται µε

(a − b)2(a + 2b), για n = 4 ισούται µε (a − b)3(a + 3b) κλπ.

Για τον υπολογισµό ϑα εφαρµόσουµε πρώτα διαδοχικά τους εξής µετασχηµατισµούς : c1 → c1−c2, c2 →
c2−c3, c3 → c3−c4, . . . , cn−1 → cn−1−cn, δηλαδή από κάθε µία από τις n−1 πρώτες στήλες ϑα αφαιρέσουµε

την επόµενη (οπότε η τιµή της ορίζουσας δεν ϑα αλλάζει). ΄Οταν τους κάνουµε αυτούς ϑα καταλήξουµε στην

ορίζουσα
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a − b 0 0 . . . 0 b
b − a a − b 0 . . . 0 b

0 b − a a − b . . . 0 b
...

...
...

...
...

0 0 0 . . . a − b b
0 0 0 . . . b − a a

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
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(Εφαρµόστε τους στις ορίζουσες 4 × 4 και 5 × 5 για να τους παρακολουθήσετε καλύτερα.) Η ορίζουσα δεν

είναι προς το παρόν ενός άνω τριγωνικού πίνακα: έχει µη µηδενικά στοιχεία και στην «µικρή διαγώνιο» που

ϐρίσκεται ακριβώς κάτω από την κύρια και όλα είναι ίσα µε b − a. Τώρα ϑα εφαρµόσουµε µία δεύτερη

ακολουθία µετασχηµατισµών : r2 → r2 +r1, r3 → r3 +r2, . . . , rn → rn +rn−1, δηλαδή ϑα προσθέσουµε την

πρώτη γραµµή στην δεύτερη, την δεύτερη (όπως έχει διαµορφωθεί από τον πρώτο µετασχηµατισµό) στην

τρίτη κ.ο.κ. Οι µετασχηµατισµοί αυτοί ϑα «διώξουν» τα b− a (αφού ϑα προστεθούν σε αυτά τα a− b) και ϑα

«πειράξουν» και την τελευταία στήλη. Η ορίζουσα που καταλήγουµε είναι η

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a − b 0 0 . . . 0 b
0 a − b 0 . . . 0 2b
0 0 a − b . . . 0 3b
...

...
...

...
...

0 0 0 . . . a − b (n − 1)b
0 0 0 . . . 0 a + (n − 1)b

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

Αυτή είναι η ορίζουσα ενός άνω τριγωνικού πίνακα. Η διαγώνιος έχει στις πρώτες n − 1 ϑέσεις το a − b και

στην τελευταία το a + (n − 1)b. Πολλαπλασιάζουµε τώρα και παίρνουµε (a − b)n−1{a + (n − 1)b}.

4.7 Συµµετρικοί πίνακες

΄Ενας (τετραγωνικός) πίνακας A
n×n

καλείται συµµετρικός αν συµπίπτει µε τον ανάστροφό του, αν

δηλαδή

A′ = A

Ισοδύναµα, ένας πίνακας είναι συµµετρικός αν τα στοιχεία ij και ji συµπίπτουν για κάθε i, j.

Σε έναν συµµετρικό πίνακα η πρώτη γραµµή ισούται µε την πρώτη στήλη (ανεστραµµένη),

η δεύτερη γραµµή ισούται µε την δεύτερη στήλη (ανεστραµµένη) κ.ο.κ. Για παράδειγµα, οι

ακόλουθοι πίνακες είναι συµµετρικοί :

(
−3 1
1 4

)

,





0 2 −1
2 3 1
−1 1 −7



 ,









1 1 1 0 2
1 −1 4 0 1
1 4 0 7 −3
0 0 7 −1 2
2 1 −3 2 −5









Θα µπορούσαµε να πούµε ότι στους συµµετρικούς πίνακες η κύρια διαγώνιος είναι ένας καθρέφτης

στον οποίον καθρεφτίζονται τα µη διαγώνια στοιχεία τους.

Προφανώς, κάθε διαγώνιος πίνακας είναι συµµετρικός.

Αν ένας συµµετρικός πίνακας είναι αντιστρέψιµος τότε και ο αντίστροφός του είναι συµµετρικός.

(∆είξτε το µόνοι σας.)

Για οποιονδήποτε πίνακα A
n×m

οι πίνακες AA′
n×n

και A′A
m×m

είναι συµµετρικοί. Πράγµατι, χρησι-

µοποιώντας την ιδιότητα (AB)′ = B′A′ ϐλέπουµε ότι και οι δύο συµπίπτουν µε τους αναστρόφους

τους :

(AA′)′ = (A′)′A′ = AA′ και (A′A)′ = A′(A′)′ = A′A

Θα δούµε αργότερα ότι οι πίνακες AA′ και A′A έχουν κάποιες κοινές ιδιότητες µε τον A και τον

A′.
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5 Πίνακες διαµερισµένοι σε µπλοκ

Θα ξεκινήσουµε µε ένα παράδειγµα. Ας ϑεωρήσουµε τον πίνακα

A =









1 −2 0 3 2
−2 2 1 −1 4
1 1 2 −3 4
0 1 2 5 −2
1 −1 0 0 3









Χωρίζω τον πίνακα σε τέσσερα κοµµάτια ϕέρνοντας δύο νοητές γραµµές :

A =









1 −2 0 3 2
−2 2 1 −1 4
1 1 2 −3 4
0 1 2 5 −2
1 −1 0 0 3









Ο πίνακας έχει τώρα χωριστεί σε τέσσερεις «υποπίνακες», σε τέσσερα µπλοκ. Αν συµβολίσω αυτά

τα µπλοκ (τους υποπίνακες) µε

A11 =





1 −2
−2 2
1 1



 , A12 =





0 3 2
1 −1 4
2 −3 4



 , A21 =

(
0 1
1 −1

)

, A22 =

(
2 5 −2
0 0 3

)

µπορώ ξαναεκφράσω τον A ως

A
5×5

=





A11
3×2

A12
3×3

A21
2×2

A22
2×3





΄Οταν γράφουµε έναν πίνακα σε µία τέτοια µορφή λέµε ότι είναι διαµερισµένος σε µπλοκ.

Το πώς (και αν) ϑα διαµερίσουµε έναν πίνακα σε µπλοκ εξαρτάται από το εκάστοτε πρόβληµα.

Για παράδειγµα, ο ίδιος πίνακας ϑα µπορούσε να έχει διαµεριστεί µε πάρα πολλούς διαφορετικούς

τρόπους µερικοί από τους οποίους είναι οι ακόλουθοι :









1 −2 0 3 2
−2 2 1 −1 4
1 1 2 −3 4
0 1 2 5 −2
1 −1 0 0 3









,









1 −2 0 3 2
−2 2 1 −1 4
1 1 2 −3 4
0 1 2 5 −2
1 −1 0 0 3









,









1 −2 0 3 2
−2 2 1 −1 4
1 1 2 −3 4
0 1 2 5 −2
1 −1 0 0 3









,

(και οι τρεις πίνακες είναι διαµερισµένοι σε τέσσερα µπλοκ όπως και στο αρχικό παράδειγµα)









1 −2 0 3 2
−2 2 1 −1 4
1 1 2 −3 4
0 1 2 5 −2
1 −1 0 0 3









,









1 −2 0 3 2
−2 2 1 −1 4
1 1 2 −3 4
0 1 2 5 −2
1 −1 0 0 3









,









1 −2 0 3 2
−2 2 1 −1 4
1 1 2 −3 4
0 1 2 5 −2
1 −1 0 0 3









(εδώ οι πρώτοι δύο είναι διαµερισµένοι σε δύο και ο τρίτος σε έξι µπλοκ)
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Αν χρησιµοποιούσαµε σύµβολα ϑα εκφράζαµε τους παραπάνω πίνακες ως





A11
3×2

A12
3×3

A21
2×2

A22
2×3



 ,





a
˜

11
1×3

′ a
˜

12
1×2

′

A21
4×3

A22
4×2



 ,






a
˜

11
4×1

A12
4×4

a21
1×1

a
˜

22
1×3

′




 ,





A1
2×5

A2
3×5



 ,
(

A1
5×3

A2
5×2

)

,









a
˜

11
2×1

A12
2×4

a
˜

21
2×1

A22
2×4

a31
1×1

a
˜

32
1×3

′









αντίστοιχα. (Τα µπλοκ Aij και a
˜

ij συµβολίζουν κάτι άλλο σε κάθε διαµέριση.) Στον δεύτερο πίνακα

έχω συµβολίσει το πάνω αριστερά µπλοκ µε a
˜
′
11 µια και είναι ένας πίνακας-γραµµή. Το ίδιο έχω

κάνει όπου χρειάζεται και στους υπόλοιπους πίνακες και µπλοκ.

Ο ανάστροφος ενός πίνακα διαµερισµένου σε µπλοκ µπορεί να εκφραστεί µέσω των αναστρόφων

των µπλοκ. Για παράδειγµα, οι ανάστροφοι των προηγούµενων πινάκων είναι οι
(

A′
11 A′

21

A′
12 A′

22

)

,

(
a
˜

11 A′
21

a
˜

12 A′
22

)

,

(
a
˜
′
11 a21

A′
12 a

˜
22

)

,
(
A′

1 A′
2

)
,

(
A′

1

A′
2

)

,

(
a
˜
′
11 a

˜
′
21 a31

A′
12 A′

22 a
˜

32

)

Βλέπουµε ότι γίνονται δύο αναστροφές : Μία αναστροφή της διάταξης των µπλοκ και µία των µπλοκ

των ίδιων. Αν το σκεφτείτε λίγο ϑα καταλάβετε γιατί. Θα σας ϐοηθήσει και το ακόλουθο παράδειγµα

που αφορά στην αναστροφή ενός διανύσµατος.

΄Εστω x
˜

= (x1, . . . , xn)′ ένα n-διάστατο διάνυσµα (πίνακας-στήλη) και x
˜

1 = (x1, . . . , xk)
′ το

διάνυσµα που αποτελείται από τα k πρωτα στοιχεία του και x
˜

2 = (xk+1, . . . , xn)′ το διάνυσµα που

αποτελείται από τα n − k τελευταία στοιχεία του. Τότε x
˜

=

(
x
˜

1

x
˜

2

)

(έχει διαµεριστεί σε δύο µπλοκ)

και προφανώς x
˜
′ =

(
x
˜
′
1 x

˜
′
2

)
.

Στην πραγµατικότητα πίνακες διαµερισµένους σε µπλοκ ϐλέπουµε από την αρχή του µαθήµα-

τος : ΄Οταν εκφράζουµε έναν πίνακα n × m µέσω των στηλών του, π.χ. A
n×m

=
(
a
˜

1 a
˜

2 · · · a
˜

m

)

τον διαµερίζουµε σε m µπλοκ αφού κάθε στήλη είναι από µόνη της ένας πίνακας.

5.1 Πρόσθεση πινάκων διαµερισµένων σε µπλοκ

΄Οπως έχουµε ήδη πει, για να µπορούν να προστεθούν δύο πίνακες ϑα πρέπει να έχουν τις ίδιες δια-

στάσεις. Αν δύο πίνακες ίδιων διαστάσεων είναι διαµερισµένοι σε µπλοκ επίσης ίδιων διαστάσεων

τότε µπορούµε να εκφράσουµε το άθροισµά τους µέσω των µπλοκ.

Για παράδειγµα, έστω A
n×m

=






A11
k×ℓ

A12
k×(m−ℓ)

A21
(n−k)×ℓ

A22
(n−k)×(m−ℓ)




 , B

n×m
=






B11
k×ℓ

B12
k×(m−ℓ)

B21
(n−k)×ℓ

B22
(n−k)×(m−ℓ)




 δύο

πίνακες διαµερισµένοι σε µπλοκ ακριβώς ίδιων διαστάσεων. Τότε έχουµε

A + B =

(
A11 + B11 A12 + B12

A21 + B21 A22 + B22

)

(Τονίζεται ότι επειδή οι πίνακες A,B είναι διαστάσεων n × m µπορούν να προστεθούν έτσι κι

αλλιώς.)

5.2 Πολλαπλασιασµός µεταξύ πινάκων διαµερισµένων σε µπλοκ

Σε ό,τι ακολουθεί δεν ξεχνάµε τον κανόνα : Για να µπορούµε να πολλαπλασιάσουµε δύο πίνακες

το πλήθος των στηλών του πρώτου πρέπει να είναι το ίδιο µε το πλήθος των γραµµών του δεύτερου.
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Για να µπορούµε να εκφράσουµε το γινόµενο δύο πινάκων (που ικανοποιούν τον κανόνα για

τον πολλαπλασιασµό) µέσω των µπλοκ στα οποία έχουν διαµεριστεί παριστάνουµε για λίγο ότι

τα µπλοκ δεν είναι πίνακες αλλά απλά στοιχεία. Για παράδειγµα, ο πίνακας

(
A11 A12

A21 A22

)

που

είναι διαµερισµένος σε τέσσερα µπλοκ παριστάνουµε ότι αποτελείται από δύο «γραµµές» και δύο

«στήλες», ο πίνακας
(
B1 B2

)
που είναι διαµερισµένος σε δύο µπλοκ παριστάνουµε ότι αποτελείται

από µία «γραµµή» και δύο «στήλες» κ.ο.κ. Το γινόµενο εκφράζεται µέσω των µπλοκ εφ΄ όσον και

αυτές οι «γραµµές» και «στήλες» ικανοποιούν τον κανόνα.

Τα ακόλουθα παραδείγµατα ϑα ϐοηθήσουν να καταλάβετε :

• ΄Εστω τα n-διάστατα διανύσµατα x
˜

= (x1, . . . , xn)′, y
˜

= (y1, . . . , yn)′. Υποθέστε ότι τα διαµε-

ϱίζουµε σε δύο µπλοκ-υποδιανύσµατα το κάθε ένα µε το πρώτο να αποτελείται από τα k πρώτα

στοιχεία τους και το δεύτερο από τα υπόλοιπα n − k στοιχεία τους : x
˜

=

(
x
˜

1

x
˜

2

)

, y
˜

=

(

y
˜

1

y
˜

2

)

µε x
˜

1 = (x1, . . . , xk)
′, x
˜

2 = (xk+1, . . . , xn)′ και y
˜

1 = (y1, . . . , yk)
′, y
˜

2 = (yk+1, . . . , yn)′. Τότε

για το εσωτερικό γινόµενό τους ισχύει

x
˜
′y
˜

=
(
x
˜
′
1 x

˜
′
2

)

(

y
˜

1

y
˜

2

)

= x
˜
′
1y
˜

1 + x
˜
′
2y
˜

2

µια και

x1y1 + · · ·+ xkyk + xk+1yk+1 + · · ·+ xnyn = (x1y1 + · · ·+ xkyk) + (xk+1yk+1 + · · ·+ xnyn)

• ΄Εστω A
n×m

=






A11
k×ℓ

A12
k×(m−ℓ)

A21
(n−k)×ℓ

A22
(n−k)×(m−ℓ)




 , B

m×r
=






B11
ℓ×s

B12
ℓ×(r−s)

B21
(m−ℓ)×s

B22
(m−ℓ)×(r−s)




. Το γινόµενο AB

έχει νόηµα: είναι ένας πίνακας n×r. Φανταστείτε ότι είχατε τους πίνακες 2×2

(
a11 a12

a21 a22

)

,

(
b11 b12

b21 b22

)

. ΄Οπως ξέρουµε, το γινόµενο του πρώτου επί τον δεύτερο έχει νόηµα και είναι

(
a11b11 + a12b21 a11b12 + a12b22

a21b11 + a22b21 a21b12 + a22b22

)

.

Επιστρέψτε τώρα στους A και B που είναι διαµερισµένοι σε µπλοκ 2× 2 (δύο «γραµµές» και

δύο «στήλες»). ΄Οπως και στους δύο «κανονικούς» πίνακες 2 × 2, έτσι και εδώ έχουµε

AB
n×r

=






A11B11 + A12B21
k×s

A11B12 + A12B22
k×(r−s)

A21B11 + A22B21
(n−k)×s

A21B12 + A22B22
(n−k)×(r−s)






επειδή οι υποπίνακες-µπλοκ Aij , Bij έχουν διαστάσεις τέτοιες ώστε να έχουν νόηµα όλα τα

παραπάνω γινόµενα. (Αν οι διαστάσεις των µπλοκ δεν «ταίριαζαν» δεν ϑα µπορούσαµε να

γράψουµε έτσι το γινόµενο AB.)

Γιατί είναι σωστό αυτό ; Θυµηθείτε ότι το στοιχείο ij του AB ισούται µε το εσωτερικό γινόµενο

της γραµµής i του A, έστω a
˜
′
i, µε την στήλη j του B, έστω b

˜
j. Η παραπάνω διαµέριση του A σε
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µπλοκ σπάει κάθε γραµµή σε δύο κοµµάτια (µπλοκ): το πρώτο αποτελείται από τα πρώτα ℓ

στοιχεία της και το δεύτερο από τα υπόλοιπα m−ℓ στοιχεία της : a
˜
′
i =

(
a
˜
′
i1 a

˜
′
i2

)
. Αντίστοιχα,

η διαµέριση του B σπάει κάθε στήλη σε δύο κοµµάτια : το πρώτο αποτελείται από τα πρώτα

ℓ στοιχεία της και το δεύτερο από τα υπόλοιπα m − ℓ στοιχεία της : b
˜

j =

(
b
˜

j1

b
˜

j2

)

. ΄Οπως και

στο προηγούµενο παράδειγµα µε τα x
˜

και y
˜

έχουµε a
˜
′
ib
˜

j = a
˜
′
i1b
˜

j1 + a
˜
′
i2b
˜

j2. Υποθέστε για

ευκολία ότι i 6 k (δηλαδή η i είναι µία από τις πρώτες k γραµµές του A) και j 6 s (δηλαδή

η j είναι µία από τις πρώτες s στήλες του B). Τότε η a
˜
′
i1 είναι η γραµµή i του A11, η a

˜
′
i2 είναι

η γραµµή i του A12, η b
˜

j1 είναι η στήλη j του B11, και η b
˜

j2 είναι η στήλη j του B21. (Το

ϐλέπετε ;) Εποµένως το στοιχείο ij του A11B11 είναι a
˜
′
i1b
˜

j1 ενώ το στοιχείο ij του A12B12 είναι

a
˜
′
i2b
˜

j2. Προσθέτοντας ϐλέπουµε ότι το στοιχείο ij του A11B11 + A12B12 είναι a
˜
′
i1b
˜

j1 + a
˜
′
i2b
˜

j2,

δηλαδή το στοιχείο ij του AB και εποµένως συµπεραίνουµε ότι ο A11B11 + A12B12 περιέχει

τα στοιχεία των πρώτων k γραµµών και πρώτων s στηλών του AB. Με τον ίδιο τρόπο µπορείτε

να δείτε πώς δηµιουργούνται και τα υπόλοιπα µπλοκ του γινοµένου.

• ΄Εστω A
n×m

, B
m×ℓ

= ( B1
m×k

B2
m×(ℓ−k)

). Τοτε το γινόµενο AB έχει νόηµα και ισχύει AB
n×ℓ

=

(AB1
n×k

AB2
n×(ℓ−k)

). Μπορείτε να δείτε γιατί ; Ειδικότερα, αν b
˜

1, b
˜

2, . . . , b
˜

ℓ είναι οι στήλες του

B τότε AB = (Ab
˜

1 Ab
˜

2 · · · Ab
˜

ℓ).

• ΄Εστω A
n×m

= (A1
n×k

A2
n×(m−k)

), B
m×ℓ

=





B1
k×ℓ

B2
(m−k)×ℓ



. Τοτε το γινόµενο AB έχει νόηµα και ισχύει

AB
n×ℓ

= A1B1 + A2B2. Μπορείτε να δείτε γιατί ; Επίσης, αν A
n×m

= (a
˜

1 a
˜

2 · · · a
˜

m) και

c
m̃×1

= (c1, c2, . . . , cm)′ τότε

Ac
˜

= (a
˜

1 a
˜

2 · · · a
˜

m)








c1

c2
...

cm








= c1a
˜

1 + c2a
˜

2 + · · · + cma
˜

m =

m∑

i=1

cia
˜

i

• ΄Εστω A
n×m

=





A1
k×m

A2
(n−k)×m



 , B
m×ℓ

. Τότε το γινόµενο AB έχει νόηµα και ισχύει AB
n×ℓ

=





A1B
k×ℓ

A2B
(n−k)×ℓ



.

Μπορείτε να δείτε γιατί ; Ειδικότερα, αν το x
˜

είναι ένα m-διάστατο διάνυσµα (πίνακας m×1)

τότε Ax
˜

=

(
A1x

˜A2x
˜

)

.

• ΄Εστω A
n×m

=





A1
k×m

A2
(n−k)×m



 , B
m×ℓ

= ( B1
m×s

B2
m×(ℓ−s)

). Τότε το γινόµενο AB έχει νόηµα και ισχύει

AB
n×ℓ

=






A1B1
k×s

A1B2
k×(ℓ−s)

A2B1
(n−k)×s

A2B2
(n−k)×(ℓ−s)




. Μπορείτε να δείτε γιατί ;

Φυσικά δεν είναι δυνατόν να εξαντληθούν όλες οι περιπτώσεις αλλά τα παραπάνω παραδείγµατα

δίνουν µια ιδέα.
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5.3 Μπλοκ-διαγώνιοι πίνακες

΄Ενας τετραγωνικός πίνακας λέγεται µπλοκ-διαγώνιος αν τα µπλοκ που περιέχουν την κύρια δια-

γώνιό του είναι τετραγωνικοί πίνακες και τα υπόλοιπα µπλοκ είναι µηδενικοί. Για παράδειγµα, οι

ακόλουθοι πίνακες είναι µπλοκ-διαγώνιοι :





A
k×k

O
k×ℓ

O
ℓ×k

B
ℓ×ℓ





(ο πίνακας είναι διαστάσεων (k + ℓ) × (k + ℓ), δηλαδή τετραγωνικός,

η κύρια διαγώνιος περιέχεται στα µπλοκ A και B που είναι τετραγωνικοί

πίνακες και όλα τα µη διαγώνια µπλοκ είναι µηδενικοί πίνακες.)




2 0 0
0 −2 1
0 0 3



 (µία απλή περίπτωση του προηγούµενου πίνακα µε k = 1, ℓ = 2)









−3 1 0 0 0
1 1 2 0 0
2 0 −1 0 0
0 0 0 1 −1
0 0 0 −2 2









(µία άλλη περίπτωση µε k = 3, ℓ = 2)








A11
k×k

O
k×ℓ

O
k×(n−k−ℓ)

O
ℓ×k

A22
ℓ×ℓ

O
ℓ×(n−k−ℓ)

O
(n−k−ℓ)×k

O
(n−k−ℓ)×ℓ

A33
(n−k−ℓ)×(n−k−ℓ)








(ένας µπλοκ-διαγώνιος πίνακας διαστάσεων n × n)

Το ίχνος ενός µπλοκ-διαγώνιου πίνακα ισούται µε το άθροισµα των ιχνών των διαγωνίων µπλοκ

του. Μπορείτε να το δείτε ;

Η ορίζουσα ενός µπλοκ-διαγώνιου πίνακα ισούται µε το γινόµενο των οριζουσών των διαγωνίων

µπλοκ του. Μπορείτε να το δείτε ;

΄Ενας µπλοκ-διαγώνιος πίνακας είναι αντιστρέψιµος αν και µόνον αν όλα τα διαγώνια µπλοκ

του είναι αντιστρέψιµοι πίνακες. Ο αντίστροφος ενός µπλοκ-διαγώνιου πίνακα είναι επίσης µπλοκ-

διαγώνιος µε διαγώνια µπλοκ τους αντιστρόφους των διαγωνίων µπλοκ του. Για παράδειγµα, αν οι

A
k×k

, B
ℓ×ℓ

είναι αντιστρέψιµοι τότε

(
A O
O B

)−1

=

(
A−1 O
O B−1

)

5.4 Μπλοκ-τριγωνικοί πίνακες

΄Ενας τετραγωνικός πίνακας λέγεται µπλοκ-άνω τριγωνικός αν τα µπλοκ που περιέχουν την κύρια

διαγώνιό του είναι τετραγωνικοί πίνακες και όλα τα µπλοκ κάτω από την κύρια διαγώνιο είναι

µηδενικοί.

΄Ενας τετραγωνικός πίνακας λέγεται µπλοκ-κάτω τριγωνικός αν τα µπλοκ που περιέχουν την

κύρια διαγώνιό του είναι τετραγωνικοί πίνακες και όλα τα µπλοκ πάνω από την κύρια διαγώνιο

είναι µηδενικοί.
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Για παράδειγµα, οι ακόλουθοι πίνακες είναι µπλοκ-τριγωνικοί :




A
k×k

B
k×ℓ

O
ℓ×k

C
ℓ×ℓ



 (µπλοκ-άνω τριγωνικός)







−3 1 0 0
1 1 2 0
0 0 1 −1
0 0 2 0







(επίσης µπλοκ-άνω τριγωνικός)











1 0 3 0 0 0
2 −1 0 0 0 0
1 2 1 0 0 0
−1 2 0 0 0 0
0 −4 3 1 2 0
0 1 3 −1 0 1











(και ένας µπλοκ-κάτω τριγωνικός)

Το ίχνος ενός µπλοκ-τριγωνικού πίνακα ισούται µε το άθροισµα των ιχνών των διαγωνίων µπλοκ

του. Μπορείτε να το δείτε ;

Η ορίζουσα ενός µπλοκ-τριγωνικού πίνακα ισούται µε το γινόµενο των οριζουσών των διαγωνίων

µπλοκ του. Μπορείτε να το δείτε ;

Ο ανάστροφος ενός µπλοκ-άνω τριγωνικού πίνακα είναι µπλοκ-κάτω τριγωνικός και το αντί-

στροφο. Μπορείτε να το δείτε ;

5.5 Μερικά αποτελέσµατα µε πίνακες διαµερισµένους σε µπλοκ

΄Εστω 



A
k×k

B
k×ℓ

C
ℓ×k

D
ℓ×ℓ





ένας τετραγωνικός πίνακας (k + ℓ)× (k + ℓ) διαµερισµένος σε µπλοκ µε τα διαγώνια µπλοκ να είναι επίσης

τετραγωνικοί πίνακες.

Αν ο πίνακας A είναι αντιστρέψιµος τότε
∣
∣
∣
∣

A B
C D

∣
∣
∣
∣
= |A||D − CA−1B|.

Αν ο πίνακας D είναι αντιστρέψιµος τότε
∣
∣
∣
∣

A B
C D

∣
∣
∣
∣
= |D||A − BD−1C|.

Θα δείξω µόνο το πρώτο. Το δεύτερο το αφήνω για εσάς.

Ο πίνακας

(

Ik O
k×ℓ

−CA−1 Iℓ

)

είναι µπλοκ-κάτω τριγωνικός εποµένως η ορίζουσά του ισούται µε το γινό-

µενο των οριζουσών των διαγωνίων µπλοκ του. Τα διαγώνια µπλοκ του είναι µοναδιαίοι πίνακες που έχουν

ορίζουσα ένα, άρα η ορίζουσά του ισούται µε τη µονάδα. Ισχύει

(
Ik O

−CA−1 Iℓ

)(
A B
C D

)

=

(
IkA + OC IkB + OD

−CA−1A + IℓC −CA−1B + IℓD

)

=

(
A B
O D − CA−1B

)

Επειδή η ορίζουσα γινοµένου πινάκων ισούται µε το γινόµενο των οριζουσών τους, η ορίζουσα του γινοµένου

στο αριστερό µέλος της παραπάνω γραµµής ισούται µε

∣
∣
∣
∣

A B
C D

∣
∣
∣
∣
(µια και ο πρώτος πίνακας έχει ορίζουσα ένα
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όπως είπαµε πιο πάνω). Στο δεξί µέλος της παραπάνω γραµµής ϐλέπουµε ότι το αποτέλεσµα του γινοµένου

είναι ένας µπλοκ-άνω τριγωνικός πίνακας εποµένως η ορίζουσά του ισούται µε |A||D − CA−1B| και ο

ισχυρισµός αποδείχθηκε.

Θα χρησιµοποιήσω τώρα αυτό που αποδείξαµε για να δείξω ένα περίεργο αποτέλεσµα για ορίζουσες.

΄Εστω A
n×m

, B
m×n

πίνακες τέτοιοι ώστε να έχουν νόηµα τα γινόµενα AB και BA οι οποίοι είναι τετραγωνικοί

πίνακες. Ισχύει ότι

|In + AB| = |Im + BA|.

Για να δούµε γιατί ας ϑεωρήσουµε τον πίνακα διαστάσεων (n+m)×(n+m)

(
In A
B Im

)

. Τα διαγώνια µπλοκ

του είναι τετραγωνικοί πίνακες (οι δύο µοναδιαίοι) που είναι αντιστρέψιµοι. Εποµένως, εφαρµόζοντας τους

τύπους για την ορίζουσα που αποδείξαµε παραπάνω (εγώ τον πρώτο και εσείς τον δεύτερο) παίρνουµε
∣
∣
∣
∣

In A
B Im

∣
∣
∣
∣
= |In||Im + BI−1

n A| = |Im + BA| (από τον πρώτο)

= |Im||In + AI−1
m B| = |In + AB| (από τον δεύτερο)

6 Συστήµατα γραµµικών εξισώσεων

Τα συστήµατα γραµµικών εξισώσεων είναι σύνολα πρωτοβάθµιων εξισώσεων που πρέπει να λυθούν

ταυτόχρονα. Με τον όρο «πρωτοβάθµια εξίσωση» εννοούµε µία εξίσωση που όλοι οι άγνωστοι

εµφανίζονται στην πρώτη δύναµη και δεν πολλαπλασιάζονται µεταξύ τους. Συχνά αναφερόµαστε

στα συστήµατα γραµµικών εξισώσεων και µε τον συντοµότερο όρο γραµµικά συστήµατα.

Από τις πρώτες τάξεις του Γυµνασίου γνωρίζετε συστήµατα γραµµικών εξισώσεων όπως το ακό-

λουθο :

2x − y = 4

x + y = 5

Αυτό είναι ένα σύστηµα δύο εξισώσεων µε δύο αγνώστους και η επίλυσή του µπορεί να γίνει µε

πολλούς διαφορετικούς τρόπους :

(α) Μέσω αντικατάστασης, δηλαδή λύνοντας την µία εξίσωση ως προς τον έναν άγνωστο, αντικα-

ϑιστώντας το αποτέλεσµα στην άλλη, λύνοντάς την (µια και γίνεται εξίσωση µε έναν άγνωστο),

και µετά αντικαθιστώντας την λύση στην πρώτη και λύνοντας και ως προς τον δεύτερο. Για πα-

ϱάδειγµα, στο παραπάνω σύστηµα µπορούµε να λύσουµε την πρώτη εξίσωση ως προς y και να

ϐρούµε y = 2x − 4, µετά να αντικαταστήσουµε το y στην δεύτερη µε αυτό που ϐρήκαµε για να

γίνει x + (2x− 4) = 5 ⇔ 3x = 9 και να πάρουµε x = 3, και τέλος να αντικαταστήσουµε αυτήν την

τιµή στην πρώτη ώστε να πάρουµε y = 2(3) − 4 = 2: Η λύση του συστήµατος είναι (x, y) = (3, 2)

(δηλαδή x = 3, y = 2). Φυσικά, δεν έχει σηµασία για το αποτέλεσµα από ποια εξίσωση και ποια

µεταβλητή ϑα ξεκινήσουµε· ξεκινάµε από όπου µας ϐολεύει. Αν για παράδειγµα κάποιον ϐόλευε

περισσότερο να ξεκινήσει από την δεύτερη και να λύσει ως προς x τότε ϑα έπαιρνε x = 5 − y και

µετά 2(5−y)−y = 4 ⇔ 10−3y = 4 ⇔ 3y = 6 ⇔ y = 2 και x+2 = 5 ⇔ x = 3 ώστε να καταλήξει

ξανά στην λύση (x, y) = (3, 2).

(ϐ) Προσθέτοντας κατά µέλη τις δύο εξισώσεις, ενδεχοµένως πολλαπλασιάζοντας πρώτα την µία κα-

τά µέλη µε έναν αριθµό διαφορετικό από το µηδέν, λύνοντας την εξίσωση που προκύπτει και µετά
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αντικαθιστώντας το αποτέλεσµα σε µία από τις αρχικές. Για παράδειγµα, αν προσθέσουµε κατά

µέλη τις δύο εξισώσεις έτσι όπως είναι, παίρνουµε (2x−y)+(x+y) = 4+5 ⇔ 3x = 9 ⇔ x = 3 και

µετά 3 + y = 5 ⇔ y = 2. Θα µπορούσαµε να κάνουµε το ίδιο ξεκινώντας µε πολλαπλασιασµό της

δεύτερης εξίσωσης κατά µέλη µε το −2 έτσι ώστε να γίνει −2x− 2y = −10, να προσθέσουµε αυτήν

κατά µέλη µε την πρώτη ώστε να πάρουµε (2x − y) + (−2x− 2y) = 4− 10 ⇔ −3y = −6 ⇔ y = 2

και µετά να αντικαταστήσουµε αυτό σε µία από τις δύο και να λύσουµε ώστε να πάρουµε και x = 3.

(γ) Χρησιµοποιώντας την µέθοδο «µε τις ορίζουσες». Η λύση του συστήµατος είναι (x, y) =

(Dx/D,Dy/D) όπου D είναι η ορίζουσα «των συντελεστών των αγνώστων», Dx είναι η ορίζουσα

που προκύπτει αν αντικατασταθούν στην ορίζουσα των συντελεστών των αγνώστων οι συντελεστές

του x µε τους σταθερούς όρους του συστήµατος, και Dy είναι η ορίζουσα που προκύπτει αν αντι-

κασταθούν στην ορίζουσα των συντελεστών των αγνώστων οι συντελεστές του y µε τους σταθερούς

όρους του συστήµατος. Για παράδειγµα εδώ έχουµε D =

∣
∣
∣
∣

2 −1
1 1

∣
∣
∣
∣
= (2)(1)− (−1)(1) = 2+1 = 3,

Dx =

∣
∣
∣
∣

4 −1
5 1

∣
∣
∣
∣

= (4)(1) − (−1)(5) = 4 + 5 = 9 (αντικαταστήσαµε τους συντελεστές 2 και 1 του

x µε τις σταθερές 4 και 5), Dy =

∣
∣
∣
∣

2 4
1 5

∣
∣
∣
∣

= (2)(5) − (4)(1) = 10 − 4 = 6 (αντικαταστήσαµε τους

συντελεστές −1 και 1 του y µε τις σταθερές 4 και 5). Η λύση του συστήµατος είναι (x, y) =

(Dx/D,Dy/D) = (9/3, 6/3) = (3, 2).

Στο παραπάνω παράδειγµα έχουµε ένα σύστηµα δύο γραµµικών εξισώσεων µε δύο αγνώστους.

Στην ενότητα αυτή ϑα συζητήσουµε το γενικό πρόβληµα επίλυσης n εξισώσεων µε m αγνώστους.

(Γενικά, το πλήθος των εξισώσεων δεν είναι απαραίτητο να είναι το ίδιο µε το πλήθος των αγνώ-

στων· µπορεί οι εξισώσεις να είναι λιγότερες ή και περισσότερες.) Η γενική µορφή ενός τέτοιου

συστήµατος είναι

a11x1 + a12x2 + · · · + a1mxm = b1

a21x1 + a22x2 + · · · + a2mxm = b2
...

...

an1x1 + an2x2 + · · · + anmxm = bn

όπου x1, . . . , xm είναι οι άγνωστοι, aij, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m είναι οι συντελεστές των αγνώ-

στων, και b1, . . . , bn είναι οι σταθεροί όροι. Οι παραπάνω n εξισώσεις µπορούν να γραφούν στη

µορφή







a11 a12 · · · a1m

a21 a22 · · · a2m
...

...
. . .

...

an1 an2 · · · anm















x1

x2
...

xm








=








b1

b2
...

bn








ή, πιο συνοπτικά,

Ax
˜

= b
˜

όπου A
n×m

= (aij) είναι ο πίνακας των συντελεστών των αγνώστων, x
˜

= (x1, . . . , xm)′ είναι το m-

διάστατο διάνυσµα των αγνώστων, και b
˜

= (b1, . . . , bn)′ είναι το n-διάστατο διάνυσµα των σταθερών

όρων. Για παράδειγµα, το σύστηµα που είδαµε στην αρχή αυτής της ενότητας γράφεται σε µορφή
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πινάκων ως
(

2 −1
1 1

)(
x
y

)

=

(
4
5

)

Αν όλοι οι σταθεροί όροι ενός γραµµικού συστήµατος είναι ίσοι µε µηδέν, αν δηλαδή b
˜

= 0
˜
, τότε

το σύστηµα λέµε ότι είναι οµογενές. Σε διαφορετική περίπτωση, αν δηλαδή έστω και ένας από τους

σταθερούς όρους είναι διαφορετικός του µηδενός, λέµε ότι είναι µη οµογενές. Για παράδειγµα,

το σύστηµα

−3x1+4x2 − x4 = 2

− x2+3x3+2x4 = −1

x1−2x2+ x3+ x4 = 0

⇔





−3 4 0 −1
0 −1 3 2
1 −2 1 1











x1

x2

x3

x4







=





2
−1
0





είναι µη οµογενές ενώ το σύστηµα

2y1− y2+2y3 = 0

y1+3y2 = 0

−2y2+3y3 = 0

y1+ y2+ y3 = 0

⇔







2 −1 2
1 3 0
0 −2 3
1 1 1











y1

y2

y3



 =







0
0
0
0







είναι οµογενές. Κάθε οµογενές σύστηµα έχει τουλάχιστον µία λύση, το µηδενικό διάνυσµα. Πράγ-

µατι, το σύστηµα A
n×m

x
m̃×1

= 0
˜n×1

έχει λύση το διάνυσµα x
˜

= 0
m̃×1

για οποιαδήποτε n (πλήθος

εξισώσεων) και m (πλήθος αγνώστων) µια και A 0
˜

= 0
˜
. Επειδή λοιπόν το διάνυσµα 0

˜
(µε την

κατάλληλη διάσταση) είναι πάντα λύση ενός οµογενούς συστήµατος αναφερόµαστε σε αυτό ως

τετριµµένη λύση.

΄Ενα γραµµικό σύστηµα µπορεί να έχει µία και µοναδική λύση, µπορεί να έχει άπειρες λύσεις

ή µπορεί να µην έχει καµµία λύση. Για παράδειγµα, το σύστηµα

x1− x2+2x3 = 1

2x1+3x2− x3 = 3

x1+4x2−3x3 = 2

έχει άπειρες λύσεις. Ας το λύσουµε µε την µέθοδο της αντικατάστασης για να το δούµε. Λύνοντας

ως προς x1 την πρώτη εξίσωση παίρνουµε x1 = 1 + x2 − 2x3. Αντικαθιστώντας το στην δεύτερη

εξίσωση παίρνουµε 2(1 + x2 − 2x3) + 3x2 − x3 = 3 ⇔ 5x2 − 5x3 = 1 ⇔ x2 = 1/5 + x3, άρα

x1 = 1+(1/5+x3)− 2x3 = 6/5−x3. Αντικαθιστώντας τα x1 και x2 στην τρίτη εξίσωση παίρνουµε

(6/5− x3) + 4(x3 + 1/5)− 3x3 = 2 ⇔ 0x3 = 0 που ισχύει πάντα. Εποµένως συµπεραίνουµε ότι η

εξίσωση έχει άπειρες λύσεις οι οποίες έχουν την µορφή (x1, x2, x3)
′ = (6/5 − x3, 1/5 + x3, x3)

′ µε

x3 ∈ R. Αυτό σηµαίνει ότι οποιαδήποτε τιµή και αν δώσουµε στο x3 ϑα πάρουµε µία λύση: Για

x3 = 0 παίρνουµε την λύση (6/5, 1/5, 0)′ · για x3 = 1 παίρνουµε την λύση (6/5 − 1, 1/5 + 1, 1)′ =

(1/5, 6/5, 1)′ · για x3 = −1/3 παίρνουµε την (6/5+1/3, 1/5−1/3,−1/3)′ = (23/15,−2/15,−1/3)′

κ.ο.κ. Από την άλλη πλευρά, το σύστηµα

x1− x2+2x3 = 1

2x1+3x2− x3 = 3

x1+4x2−3x3 = 1
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δεν έχει λύσεις. Για να το δούµε αυτό ας κάνουµε ακριβώς τα ίδια µε προηγουµένως (το σύστηµα

είναι όπως το προηγούµενο µε µόνη διαφορά στον σταθερό όρο της τρίτης εξίσωσης) µέχρι το

σηµείο της επίλυσης της τρίτης εξίσωσης. ΄Οταν αντικαταστήσουµε σε αυτήν τα x1 και x2 ϑα

πάρουµε (6/5 − x3) + 4(x3 + 1/5) − 3x3 = 1 ⇔ 0x3 = −1 που είναι αδύνατον. Εποµένως το

σύστηµα δεν ικανοποιείται από κανένα διάνυσµα (x1, x2, x3)
′.

Η µέθοδος της αντικατάστασης είναι η πιο απλή που µπορεί να σκεφτεί κανείς και µπορούµε

να την εφαρµόζουµε εφ΄ όσον το επιθυµούµε για να λύσουµε ένα σύστηµα. ΄Εχει όµως το εξής

µειονέκτηµα: ∆εν µπορεί εκ των προτέρων να µας πληροφορήσει αν το σύστηµα έχει λύσεις ή

όχι και σε περίπτωση που έχει κάποια λύση αν αυτή είναι µοναδική. Θα δούµε στη συνέχεια

δύο µεθόδους : την απαλοιφή Gauss που είναι για κάθε περίπτωση και πρέπει να την προσέξετε

ιδιαίτερα γιατί από δω και στο εξής ϑα την χρησιµοποιούµε συχνά και τον κανόνα του Cramer

που είναι αποκλειστικά για τετραγωνικά συστήµατα (όπου το πλήθος εξισώσεων συµπίπτει µε των

αγνώστων) και δίνει τον τύπο της λύσης σε περίπτωση που αυτή υπάρχει και είναι µοναδική.

Η απαλοιφή Gauss (Gaussian elimination) είναι µία γενική µέθοδος επίλυσης γραµµικών

συστηµάτων. Μπορεί να χρησιµοποιηθεί για όλους τους τύπους των γραµµικών συστηµάτων

(οµογενών και µη οµογενών, µε ίδιο και µε διαφορετικό πλήθος εξισώσεων και αγνώστων) και

εφαρµόζει µία σειρά κατάλληλων µετασχηµατισµών στον πίνακα των συντελεστών του συστήµατος

και στο διάνυσµα των σταθερών όρων, κάθε ένας εκ των οποίων δίνει ένα νέο σύστηµα που είναι

ισοδύναµο µε το αρχικό. ΄Οταν ολοκληρωθεί η ακολουθία των µετασχηµατισµών καταλήγουµε σε

ένα σύστηµα που δίνει άµεσα όλες τις λύσεις του συστήµατος, εφ΄ όσον ϐέβαια υπάρχουν. Πιο

συγκεκριµένα, οι εν λόγω µετασχηµατισµοί γίνονται στον επαυξηµένο πίνακα του συστήµατος

που είναι ο πίνακας των συντελεστών µε µία επί πλέον στήλη, το διάνυσµα των σταθερών όρων. Για

παράδειγµα, το σύστηµα

2x1+3x2− x3 = 3

x1− x2+2x3 = −6

−x1+2x2+ x3 = 1

µε πίνακα συντελεστών





2 3 −1
1 −1 2
−1 2 1



 και διάνυσµα σταθερών όρων





3
−6
1



 έχει επαυξηµένο

πίνακα 



2 3 −1 3
1 −1 2 −6
−1 2 1 1





Στον επαυξηµένο πίνακα ενός συ-

στήµατος συνηθίζουµε να χωρίζουµε

τους συντελεστές από τους σταθερούς

όρους µε µία κάθετη γραµµή.

Οι µετασχηµατισµοί που κάνουµε στον επαυξηµένο πίνακα κατά την απαλοιφή Gauss είναι

τριών ειδών :

1. Αµοιβαία εναλλαγή γραµµών.

2. Πολλαπλασιασµός κάποιας γραµµής µε µία µη µηδενική σταθερά.

3. Πρόσθεση σε µία γραµµή ενός πολλαπλασίου µίας άλλης.

Ο πίνακας που προκύπτει εφαρµόζοντας τέτοιους µετασχηµατισµούς είναι ο επαυξηµένος πίνακας

ενός ισοδύναµου συστήµατος:
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• Ο πρώτος µετασχηµατισµός απλώς αλλάζει τη σειρά των εξισώσεων. Αν στον επαυξηµένο

πίνακα του παραδείγµατος εναλλάξουµε µεταξύ τους την πρώτη και την δεύτερη γραµµή

αυτός γίνεται





1 −1 2 −6
2 3 −1 3
−1 2 1 1





που είναι ο επαυξηµένος

πίνακας του (ισοδύναµου

µε το αρχικό) συστήµατος

x1− x2+2x3 = −6

2x1+3x2− x3 = 3

−x1+2x2+ x3 = 1

• Ο δεύτερος µετασχηµατισµός πολλαπλασιάζει κατά µέλη µία εξίσωση µε έναν µη µηδενι-

κό αριθµό. Αν στον επαυξηµένο πίνακα του παραδείγµατος πολλαπλασιάσουµε την τρίτη

γραµµή µε −2 αυτός γίνεται





2 3 −1 3
1 −1 2 −6
2 −4 −2 −2





που είναι ο επαυξηµένος

πίνακας του (ισοδύναµου

µε το αρχικό) συστήµατος

2x1+3x2− x3 = 3

x1− x2+2x3 = −6

2x1−4x2−2x3 = −2

• Ο τρίτος µετασχηµατισµός προσθέτει κατά µέλη δύο εξισώσεις αφού πρώτα πολλαπλασιά-

σει την µία κατά µέλη µε έναν αριθµό. Αν στον επαυξηµένο πίνακα του παραδείγµατος

προσθέσουµε στην τρίτη γραµµή το διπλάσιο της πρώτης αυτός γίνεται





2 3 −1 3
1 −1 2 −6
3 8 −1 7





που είναι ο επαυξηµένος

πίνακας του (ισοδύναµου

µε το αρχικό) συστήµατος

2x1+3x2− x3 = 3

x1− x2+2x3 = −6

3x1+8x2− x3 = 7

Στη συνέχεια, την αµοιβαία εναλλαγή των γραµµών i και j ϑα την συµβολίζουµε µε ri ↔ rj. Τον

πολλαπλασιασµό της γραµµής i µε την σταθερά c ϑα τον συµβολίζουµε µε ri → cri. Την πρόσθεση

στην γραµµή i της γραµµής j πολλαπλασιασµένης επί c ϑα την συµβολίζουµε µε ri → ri + crj.

Για παράδειγµα, τους τρεις µετασχηµατισµούς που κάναµε στον παραπάνω επαυξηµένο πίνακα

ϑα τους συµβολίζαµε µε r1 ↔ r2, r3 → −2r3, r3 → r3 + 2r1, αντίστοιχα.

Ο σκοπός µας είναι να εφαρµόσουµε µία τέτοια ακολουθία µετασχηµατισµών ώστε ο πίνακας

των συντελεστών (δηλαδή το µπλοκ του επαυξηµένου πίνακα που είναι αριστερά της κάθετης

γραµµής) να καταλήξει σε µορφή echelon. ΄Ενας πίνακας λέµε ότι είναι σε µορφή echelon αν

συµβαίνουν τα ακόλουθα:

• Οι µη µηδενικές γραµµές προηγούνται των µηδενικών (αν υπάρχουν).

• Το πρώτο µη µηδενικό στοιχείο κάθε µη µηδενικής γραµµής είναι η µονάδα.

• Μεταξύ δύο µη µηδενικών γραµµών προηγείται εκείνη που έχει την µονάδα αριστερότερα.

• Τα υπόλοιπα στοιχεία µίας στήλης που περιέχει την πρώτη µονάδα µίας γραµµής είναι µηδέν.

Για να καταλάβουµε καλύτερα τι εννοούν οι παραπάνω «κανόνες» ας δούµε µερικά παραδείγµατα.

(α) Ο ακόλουθος πίνακας είναι σε µορφή echlelon:







1 0 −1 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 1 −2
0 0 0 0 0






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• ΄Εχει τέσσερεις γραµµές εκ των οποίων οι τρεις είναι µη µηδενικές και προηγούνται της µίας

µηδενικής.

• Το πρώτο µη µηδενικό στοιχείο κάθε µη µηδενικής γραµµής είναι 1.

• Μεταξύ των µη µηδενικών γραµµών προηγούνται αυτές που έχουν το 1 αριστερότερα : η

πρώτη γραµµή έχει το 1 στην πρώτη ϑέση, η δεύτερη το έχει στην δεύτερη (δηλαδή δεξιότερα

από την πρώτη), και η τρίτη το έχει στην τέταρτη (δηλαδή δεξιότερα από την δεύτερη).

• Τα υπόλοιπα στοιχεία των στηλών που έχουν τα πρώτα 1 των µη µηδενικών γραµµών είναι

µηδέν : Η πρώτη στήλη έχει το 1 της πρώτης γραµµής και όλα τα υπόλοιπα στοιχεία 0, η

δεύτερη στήλη έχει το 1 της δεύτερης γραµµής και όλα τα υπόλοιπα στοιχεία 0, και η τέταρτη

στήλη έχει το 1 της τρίτης γραµµής και όλα τα υπόλοιπα στοιχεία 0.

(ϐ) Οι παρακάτω πίνακες είναι επίσης σε µορφή echelon:

(
1 0 −1
0 1 0

)

,







1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1







,





1 0 0 0
0 1 2 0
0 0 0 1



 ,





1 −1 −1 0 1
0 0 0 1 −1
0 0 0 0 0



 ,







1 0 0
0 1 0
0 0 0
0 0 0







Μπορείτε να το δείτε επιβεβαιώνοντας ότι πληρούν τις ιδιότητες της µορφής ;

΄Ενα σύστηµα µε πίνακα συντελεστών που είναι σε µορφή echelon είναι σχεδόν λυµένο. Πάρτε

ως παράδειγµα τον πίνακα του (α) ως πίνακα συντελεστών του συστήµατος







1 0 −1 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 1 −2
0 0 0 0 0















x1

x2

x3

x4

x5









=







b1

b2

b3

b4







⇔

x1 −x3 = b1

x2 = b2

x4−2x5 = b3

0 = b4

όπου b1, b2, b3, b4 είναι δεδοµένες σταθερές. Η εξίσωση που αντιστοιχεί στην µηδενική γραµµή (την

τελευταία του πίνακα) είναι η 0 = b4 και µας πληροφορεί αµέσως αν το σύστηµα έχει λύσεις : Αν η

σταθερά b4 ισούται µε µηδέν τότε η εξίσωση είναι η 0 = 0 (ακριβέστερα, η 0x1+0x2+0x3+0x4 = 0)

που ισχύει πάντοτε, εποµένως το σύστηµα έχει λύσεις. Αν όµως b4 6= 0 τότε η τελευταία εξίσωση δεν

µπορεί να ισχύει, εποµένως το σύστηµα δεν έχει λύσεις. (Αν η µορφή echelon έχει περισσότερες

µηδενικές γραµµές ϑα πρέπει οι αντίστοιχοι σταθεροί όροι να είναι όλοι µηδέν προκειµένου το

σύστηµα να έχει λύσεις.) Στην περίπτωση λοιπόν που b4 = 0 οι λύσεις ικανοποιούν x1 = b1 + x3

(πρώτη εξίσωση-γραµµή), x2 = b2 (δεύτερη εξίσωση-γραµµή), x4 = b3 + 2x5 (τρίτη εξίσωση-

γραµµή), δηλαδή είναι όλα τα διανύσµατα της µορφής (x1, x2, x3, x4, x5)
′ = (b1 + x3, b2, x3, b3 +

2x5, x5)
′ µε x3, x5 ∈ R αυθαίρετα.

Ως άσκηση, δείξτε ότι τα σύνολα λύσεων των συστηµάτων µε πίνακες συντελεστών τους πέντε

πίνακες του παραδείγµατος (ϐ) και διανύσµατα σταθερών όρων (b1, b2, . . .)
′ (κατάλληλης διάστασης

κάθε ϕορά είναι τα ακόλουθα: (i) (x1, x2, x3)
′ = (b1 +x3, b2, x3)

′ µε x3 ∈ R· (ii) (x1, x2, x3, x4)
′ =

(b1, b2, b3, b4)
′ (εδώ έχουµε µοναδική λύση)· (iii) (x1, x2, x3, x4)

′ = (b1, b2 − 2x3, x3, b3)
′ µε x3 ∈

R· (iv) (x1, x2, x3, x4, x5)
′ = (b1 + x2 + x3 − x5, x2, x3, b2 + x5, x5)

′ µε x2, x3, x5 ∈ R υπό την

προϋπόθεση ότι b3 = 0, διαφορετικά δεν υπάρχει λύση· (v) (x1, x2, x3)
′ = (b1, b2, x3)

′ µε x3 ∈ R

υπό την προϋπόθεση ότι b3 = b4 = 0, διαφορετικά δεν υπάρχει λύση.
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Τώρα που είδαµε πόσο εύκολα λύνεται ένα γραµµικό σύστηµα όταν ο πίνακας των συντελεστών

είναι σε µορφή echelon καταλαβαίνουµε γιατί είναι ϐολικό το να ϕέρουµε µέσω µετασχηµατισµών

τον πίνακα των συντελεστών οποιουδήποτε γραµµικού συστήµατος σε τέτοια µορφή. Ας δούµε πώς

το κάνουµε αυτό.

Πρώτος στόχος είναι να εµφανίσουµε τη µονάδα στη ϑέση 11 (ένα ένα), είτε εναλλάσσοντας

µεταξύ τους γραµµές είτε διαιρώντας την πρώτη γραµµή µε ό,τι χρειάζεται είτε προσθέτοντας στην

πρώτη γραµµή ένα πολλαπλάσιο κάποιας άλλης. Αφού το κάνουµε αυτό, µηδενίζουµε όλα τα

υπόλοιπα στοιχεία της πρώτης στήλης προσθέτοντας σε όλες τις γραµµές από την δεύτερη έως την

τελευταία κατάλληλα πολλαπλάσια της πρώτης.

Ας το δούµε αυτό σε ένα παράδειγµα. Ας υποθέσουµε ότι έχουµε τον επαυξηµένο πίνακα





2 3 −1 3
1 −1 2 −6
−1 2 1 1





Για να εµφανίσουµε τη µονάδα στη ϑέση 11 (εκεί που είναι τώρα το 2) στον συγκεκριµένο πίνακα

µπορούµε είτε να εναλλάξουµε µεταξύ τους τις δύο πρώτες γραµµές (µια και η δεύτερη γραµµή

την έχει έτοιµη την µονάδα) είτε να διαιρέσουµε την πρώτη γραµµή µε το 2 είτε να αφαιρέσουµε

την δεύτερη γραµµή από την πρώτη είτε να προσθέσουµε την τρίτη στην πρώτη. Εδώ ϑα επιλέξω

την αµοιβαία εναλλαγή των δύο πρώτων γραµµών, δηλαδή ϑα εφαρµόσω τον µετασχηµατισµό

r1 ↔ r2, ώστε ϑα πάρουµε τον εξής επαυξηµένο πίνακα:





1 −1 2 −6
2 3 −1 3
−1 2 1 1



. Στη συνέχεια

ϑα µηδενίσουµε τα υπόλοιπα στοιχεία της πρώτης στήλης χρησιµοποιώντας τη µονάδα της ϑέσης

11: Θα πολλαπλασιάσουµε την πρώτη γραµµή µε −2 και ϑα την προσθέσουµε στην δεύτερη (ώστε

το πρώτο στοιχείο της να γίνει 2 + (−2)(1) = 0), δηλαδή ϑα εφαρµόσουµε τον µετασχηµατισµό

r2 → r2−2r1, και µετά ϑα προσθέσουµε την πρώτη γραµµή στην τρίτη (ώστε το πρώτο στοιχείο της

να γίνει −1+ 1 = 0), δηλαδή ϑα εφαρµόσουµε τον µετασχηµατισµό r3 → r3 + r1. Οι επαυξηµένοι

πίνακες που ϑα πάρουµε ϑα είναι, διαδοχικά,





1 −1 2 −6
2 + (−2)(1) 3 + (−2)(−1) −1 + (−2)(2) 3 + (−2)(−6)

−1 2 1 1



 =





1 −1 2 −6
0 5 −5 15
−1 2 1 1





και 



1 −1 2 −6
0 5 −5 15

−1 + (1) 2 + (−1) 1 + (2) 1 + (−6)



 =





1 −1 2 −6
0 5 −5 15
0 1 3 −5





(Μην ξεχνάτε ότι τα συστήµατα που έχουν αυτούς τους επαυξηµένους πίνακες είναι ισοδύναµα µε

το αρχικό.)

Το επόµενο ϐήµα είναι να κάνουµε το ίδιο στην δεύτερη γραµµή και να εµφανίσουµε µονάδα

στην ϑέση 22 (δύο δύο). Αυτό µπορεί να γίνει εφ΄ όσον υπάρχει τουλάχιστον ένα µη µηδενικό

στοιχείο στην δεύτερη στήλη από την δεύτερη γραµµή και κάτω. Αν δεν υπάρχει, µετακινούµαστε

µία ϑέση δεξιότερα και προσπαθούµε να εµφανίσουµε την µονάδα στην ϑέση 23. Αν όλα τα

στοιχεία της τρίτης στήλης είναι επίσης µηδέν τότε µετακινούµαστε µία ϑέση δεξιότερα κ.ο.κ. ΄Οταν
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τελικά εµφανίσουµε την µονάδα της δεύτερης γραµµής την χρησιµοποιούµε για να µηδενίσουµε

τα υπόλοιπα στοιχεία της στήλης της. Φυσικά, αν η δεύτερη γραµµή είναι από την αρχή µηδενική,

την στέλνουµε στο τέλος του πίνακα.

Ας τα δούµε αυτά συνεχίζοντας το παράδειγµά µας. Για να εµφανίσουµε τη µονάδα στη ϑέση

22 έχουµε διάφορες επιλογές : Είτε αµοιβαία εναλλαγή την δεύτερης και τρίτης γραµµής (µια και

στην τρίτη η µονάδα είναι «έτοιµη») είτε διαίρεση της δεύτερης γραµµής µε το 5 (αυτό είναι πολύ

ϐολικό εδώ µια και όλη η δεύτερη γραµµή περιέχει πολλαπλάσια του 5 οπότε δεν ϑα µπλέξουµε

από τώρα µε κλάσµατα) είτε αφαίρεση από την δεύτερη γραµµή της τρίτης πολλαπλασιασµένης

µε 4. Να σηµειωθεί ότι σε αυτό το σηµείο δεν πρέπει να εµπλέξουµε καθόλου την πρώτη γραµµή

γιατί τότε ϑα χαλάσουµε τα µηδενικά της πρώτης στήλης. Θα προτιµήσω να διαιρέσω την γραµµή

µε το 5, δηλαδή να εφαρµόσω τον µετασχηµατισµό r2 → (1/5)r2 ώστε να πάρουµε τον πίνακα




1 −1 2 −6
0 1 −1 3
0 1 3 −5



. Η επόµενη κίνηση είναι να µηδενίσουµε τα υπόλοιπα στοιχεία της δεύτερης

στήλης χρησιµοποιώντας την µονάδα της δεύτερης γραµµής. Αυτό ϑα το κάνουµε εφαρµόζοντας

τους µετασχηµατισµούς r1 → r1 + r2 και r3 → r3 − r2 για να πάρουµε διαδοχικά τους πίνακες




1 + (0) −1 + (1) 2 + (−1) −6 + (3)
0 1 −1 3
0 1 3 −5



 =





1 0 1 −3
0 1 −1 3
0 1 3 −5





και




1 0 1 −3
0 1 −1 3

0 + (−1)(0) 1 + (−1)(1) 3 + (−1)(−1) −5 + (−1)(3)



 =





1 0 1 −3
0 1 −1 3
0 0 4 −8





Το επόµενο ϐήµα είναι να εµφανίσουµε την πρώτη µονάδα της τρίτης γραµµής και µετά να την

χρησιµοποιήσουµε για να µηδενίσουµε τα υπόλοιπα στοιχεία της στήλης της. Συνεχίζουµε έτσι

και µε τις επόµενες γραµµές µέχρι να ϕτάσουµε στη µορφή echelon του πίνακα. Να υπενθυµίσω

ότι όποτε εµφανίζονται µηδενικές γραµµές τις µετακινούµε στο τέλος. Επίσης, σε περίπτωση

που εµφανιστεί µία γραµµή µε µηδενικά στο µέρος των συντελεστών και αριθµό διαφορετικό του

µηδενός στη στήλη των σταθερών όρων τότε, όσον αφορά στην επίλυση του συστήµατος, δεν έχει

νόηµα να συνεχίσουµε την διαδικασία : το σύστηµα δεν έχει λύση.

Ας ολοκληρώσουµε το παράδειγµά µας. Ο επόµενος µετασχηµατισµός είναι προφανής : ϑα

πρέπει να διαιρέσουµε την τρίτη γραµµή µε το 4 (r3 → (1/4)r3) και να πάρουµε τον πίνακα




1 0 1 −3
0 1 −1 3
0 0 1 −2



. Τώρα ϑα χρησιµοποιήσουµε την µονάδα της τρίτης γραµµής για να µηδε-

νίσουµε τα υπόλοιπα στοιχεία της στήλης της εφαρµόζοντας διαδοχικά τους µετασχηµατισµούς

r1 → r1 − r3 και r2 → r2 + r3. Ο πίνακας γίνεται πρώτα




1 + (−1)(0) 0 + (−1)(0) 1 + (−1)(1) −3 + (−1)(−2)
0 1 −1 3
0 0 1 −2



 =





1 0 0 −1
0 1 −1 3
0 0 1 −2





και µετά




1 0 0 −1
0 + (0) 1 + (0) −1 + (1) 3 + (−2)

0 0 1 −2



 =





1 0 0 −1
0 1 0 1
0 0 1 −2




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Ο τελευταίος πίνακας είναι σε µορφή echelon και αντιστοιχεί στο (ισοδύναµο µε το αρχικό) σύ-

στηµα




1 0 0
0 1 0
0 0 1









x1

x2

x3



 =





−1
1
−2



 ⇔
x1 = −1

x2 = 1

x3 = −2

Συµπεραίνουµε ότι το αρχικό σύστηµα έχει τη µοναδική λύση (x1, x2, x3)
′ = (−1, 1,−2)′.

Θα συγκεντρώσω τώρα τα ϐήµατα που κάναµε κατά την εφαρµογή της απαλοιφής Gauss στο

παραπάνω σύστηµα για να δείτε πώς ϑα παρουσιάζω την όλη διαδικασία στη συνέχεια.





2 3 −1 3
1 −1 2 −6
−1 2 1 1





r1 ↔ r2

∼





1 −1 2 −6
2 3 −1 3
−1 2 1 1





r2 → r2 − 2r1

r3 → r3 + r1

∼





1 −1 2 −6
0 5 −5 15
0 1 3 −5





r2 ↔ (1/5)r2

∼





1 −1 2 −6
0 1 −1 3
0 1 3 −5





r1 → r1 + r2

r3 → r3 − r2

∼





1 0 1 −3
0 1 −1 3
0 0 4 −8





r3 → (1/4)r3

∼





1 0 1 −3
0 1 −1 3
0 0 1 −2





r1 → r1 − r3

r2 → r2 + r3

∼





1 0 0 −1
0 1 0 1
0 0 1 −2





Να σηµειώσουµε εδώ ότι τα ϐήµατα της απαλοιφής Gauss δεν εξαρτώνται από το διάνυσµα

των σταθερών όρων. Παρ΄ όλο που για διαφορετικά διανύσµατα σταθερών όρων η τελική λύση

είναι διαφορετική (και µάλιστα για κάποια µπορεί και να µην υπάρχει), οι µετασχηµατισµοί που

χρειάζεται να κάνουµε είναι οι ίδιοι. Σε περίπτωση που είχαµε δύο ή περισσότερα συστήµατα

µε τους ίδιους συντελεστές αλλά διαφορετικά διανύσµατα σταθερών όρων ϑα µπορούσαµε να τα

λύσουµε όλα ταυτόχρονα µε µία απαλοιφή Gauss χρησιµοποιώντας ως επαυξηµένο πίνακα τον

πίνακα των συντελεστών µε επί πλέον στήλες τα διανύσµατα των σταθερών όρων. Θεωρήστε για

παράδειγµα τα συστήµατα





2 0 2 2
−1 −3 2 −4
0 1 −1 1











x1

x2

x3

x4







=





4
1
−1



 ,





2 0 2 2
−1 −3 2 −4
0 1 −1 1











x1

x2

x3

x4







=





1
0
1





που έχουν τον ίδιο πίνακα συντελεστών. Μπορούµε να επιχειρήσουµε να τα λύσουµε µαζί εφαρ-

µόζοντας απαλοιφή Gauss στον επαυξηµένο πίνακα





2 0 2 2 4 1
−1 −3 2 −4 1 0
0 1 −1 1 −1 1





Ας δούµε τα ϐήµατα (η ακολουθία των µετασχηµατισµών είναι αυτή που επέλεξα εγώ, κάποιος

άλλος ϑα µπορούσε να επιλέξει µία διαφορετική):





2 0 2 2 4 1
−1 −3 2 −4 1 0
0 1 −1 1 −1 1





r1 → r1 + r2

∼





1 −3 4 −2 5 1
−1 −3 2 −4 1 0
0 1 −1 1 −1 1





r2 → r2 + r1

∼





1 −3 4 −2 5 1
0 −6 6 −6 6 1
0 1 −1 1 −1 1





r2 → (−1/6)r2

∼
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



1 −3 4 −2 5 1
0 1 −1 1 −1 −1/6
0 1 −1 1 −1 1





r1 → r1 + 3r2

r3 → r3 − r2

∼





1 0 1 1 2 1/2
0 1 −1 1 −1 −1/6
0 0 0 0 0 7/6





΄Εχοντας ϕέρει τον πίνακα των συντελεστών σε µορφή echelon ϐλέπουµε ότι έχει µία µηδενική

γραµµή ενώ ο αντίστοιχος σταθερός όρος του πρώτου συστήµατος είναι µηδέν που σηµαίνει ότι το

πρώτο σύστηµα έχει λύσεις και ο αντίστοιχος σταθερός όρος του δεύτερου συστήµατος είναι 7/6 6= 0

που σηµαίνει ότι το δεύτερο σύστηµα δεν έχει λύση. Οι λύσεις του πρώτου συστήµατος είναι ίδιες

µε τις λύσεις του ισοδύναµου συστήµατος

x1 +x3+x4 = 2

x2−x3+x4 = −1

δηλαδή όλα τα διανύσµατα (x1, x2, x3, x4)
′ = (2 − x3 − x4,−1 + x3 − x4, x3, x4)

′ µε x3, x4 ∈ R.

Αντιστροφή πίνακα µέσω απαλοιφής Gauss. Η απαλοιφή Gauss µπορεί να χρησιµοποιηθεί για να

ϐρούµε τον αντίστροφο ενός πίνακα. ΄Εστω A
n×n

πίνακας και ας γράψουµε A−1 =
(
x
˜

1 x
˜

2 · · · x
˜

n

)

µε x
˜

1, . . . , x
˜

n ∈ R
n και In =

(
e
˜

1 e
˜

2 · · · e
˜

n

)
µε e

˜
1 = (1, 0, . . . , 0)′, e

˜
2 = (0, 1, 0, . . . , 0)′, . . . , e

˜
n =

(0, . . . , 0, 1)′. Τότε ισχύει

AA−1 = A
(
x
˜

1 x
˜

2 · · · x
˜

n

)
=
(
Ax

˜
1 Ax

˜
2 · · · Ax

˜
n

)

(αν δεν ϑυµάστε αυτήν την ιδιότητα από την ενότητα του πολλαπλασιασµού πινάκων διαµερισµένων

σε µπλοκ γυρίστε στη σελίδα 37 και ξαναδιαβάστε την) και

AA−1 = In =
(
e
˜

1 e
˜

2 · · · e
˜

n

)

Εποµένως οι στήλες x
˜

1, . . . , x
˜

n του A−1 ικανοποιούν τις εξισώσεις

Ax
˜

1 = e
˜

1, Ax
˜

2 = e
˜

2, . . . , Ax
˜

n = e
˜

n

Κάθε µία από τις Ax
˜

i = e
˜

i είναι ένα γραµµικό σύστηµα και τα παραπάνω n γραµµικά συστήµατα

έχουν τον ίδιο πίνακα συντελεστών, τον A. Μπορούµε λοιπόν να τα λύσουµε όλα µαζί µέσω

απαλοιφής Gauss.

Ως παράδειγµα ας ϐρούµε τον αντίστροφο του πίνακα

A =







4 −1 0 1
−2 1 −1 0
2 −2 −2 −1
0 1 −2 0







(Φυσικά µπορούµε να υπολογίσουµε τον αντίστροφο και από τον τύπο adj(A)/|A|, αλλά γι΄ αυτό

ϑα χρειαζόταν να υπολογίσουµε την ορίζουσα του A καθώς και άλλες δεκαέξι ορίζουσες 3 × 3.

Πολύς µπελάς.) Θεωρούµε τον επαυξηµένο πίνακα







4 −1 0 1 1 0 0 0
−2 1 −1 0 0 1 0 0
2 −2 −2 −1 0 0 1 0
0 1 −2 0 0 0 0 1






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και λύνουµε τα τέσσερα συστήµατα ταυτόχρονα εφαρµόζοντας µετασχηµατισµούς :







4 −1 0 1 1 0 0 0
−2 1 −1 0 0 1 0 0
2 −2 −2 −1 0 0 1 0
0 1 −2 0 0 0 0 1







r1 → (1/4)r1

∼







1 −1/4 0 1/4 1/4 0 0 0
−2 1 −1 0 0 1 0 0
2 −2 −2 −1 0 0 1 0
0 1 −2 0 0 0 0 1







r2 → r2 + 2r1

r3 → r3 − 2r1

∼







1 −1/4 0 1/4 1/4 0 0 0
0 1/2 −1 1/2 1/2 1 0 0
0 −3/2 −2 −1/2 −1/2 0 1 0
0 1 −2 0 0 0 0 1







r2 → 2r2

∼







1 −1/4 0 1/4 1/4 0 0 0
0 1 −2 1 1 2 0 0
0 −3/2 −2 −1/2 −1/2 0 1 0
0 1 −2 0 0 0 0 1







r1 → r1 + (1/4)r2

r3 → r3 + (3/2)r2

r4 → r4 − r2

∼







1 0 −1/2 1/2 1/2 1/2 0 0
0 1 −2 1 1 2 0 0
0 0 −5 0 1 3 1 0
0 0 0 −1 −1 −2 0 1







r3 → (−1/5)r3

∼







1 0 −1/2 1/2 1/2 1/2 0 0
0 1 −2 1 1 2 0 0
0 0 1 0 −1/5 −3/5 −1/5 0
0 0 0 −1 −1 −2 0 1







r1 → r1 + (1/2)r3

r2 → r2 + 2r3

∼







1 0 0 1/2 2/5 1/5 −1/10 0
0 1 0 1 3/5 4/5 −2/5 0
0 0 1 0 −1/5 −3/5 −1/5 0
0 0 0 −1 −1 −2 0 1







r4 → −r4

∼







1 0 0 1/2 2/5 1/5 −1/10 0
0 1 0 1 3/5 4/5 −2/5 0
0 0 1 0 −1/5 −3/5 −1/5 0
0 0 0 1 1 2 0 −1







r1 → r1 + (−1/2)r4

r2 → r2 − r4

∼







1 0 0 0 −1/10 −4/5 −1/10 1/2
0 1 0 0 −2/5 −6/5 −2/5 1
0 0 1 0 −1/5 −3/5 −1/5 0
0 0 0 1 1 2 0 −1







Οι παραπάνω µετασχηµατισµοί ήταν

εκείνοι που επέλεξα εγώ. Κάποιος άλλος

ϑα µπορούσε να είχε επιλέξει διαφορετι-

κούς µετασχηµατισµούς.

Τέλος ! Ο αντίστροφος του A είναι ο







−1/10 −4/5 −1/10 1/2
−2/5 −6/5 −2/5 1
−1/5 −3/5 −1/5 0

1 2 0 −1







Επαληθεύστε το πολλαπλασιάζοντάς τον µε τον A από αριστερά και από δεξιά. (Μην πείτε «άσ΄ το

καλύτερα»! Είστε ϐέβαιοι ότι όλες οι πράξεις έγιναν σωστά ;)

Παρατηρήστε ότι µετά την ολοκλήρωση της απαλοιφής Gauss αριστερά της κάθετης γραµµής

έχει εµφανισθεί ο µοναδιαίος πίνακας. Αυτό συµβαίνει ακριβώς επειδή ο A ήταν αντιστρέψιµος.

Σε περίπτωση που δεν ήταν αντιστρέψιµος, τουλάχιστον ένα από τα συστήµατα Ax
˜

i = e
˜

i δεν ϑα

είχε λύση και κατά τη διάρκεια της διαδικασίας ϑα εµφανιζόταν οπωσδήποτε µία µηδενική γραµµή

αριστερά της κάθετης γραµµής. Αυτό σηµαίνει ότι ένας τετραγωνικός πίνακας είναι αντιστρέψιµος

αν και µόνον η απαλοιφή Gauss τον οδηγεί στον µοναδιαίο πίνακα.

50



Απαλοιφή Gauss σε οµογενή συστήµατα. ΄Οταν το γραµµικό σύστηµα είναι οµογενές η απαλοιφή

δεν είναι απαραίτητο να χρησιµοποιήσουµε τον επαυξηµένο πίνακα για να κάνουµε την απαλοιφή

Gauss· την εφαρµόζουµε µόνο στον πίνακα των συντελεστών. Ο λόγος είναι ότι το διάνυσµα 0
˜

των σταθερών όρων παραµένει αναλλοίωτο όταν εφαρµόζουµε κάποιον από τους τρεις µετασχηµα-

τισµούς : αν εναλλάξουµε µεταξύ τους δύο γραµµές εναλάσσονται δύο µηδενικά· αν πολλαπλασιά-

σουµε µία γραµµή µε κάποιον αριθµό το 0 παραµένει 0· αν προσθέσουµε σε µία γραµµή κάποιο

πολλαπλάσιο µίας άλλης προσθέτουµε στο 0 ένα πολλαπλάσιο του µηδενός δηλαδή 0.

Πάρτε ως παράδειγµα το οµογενές σύστηµα

−2x1+ x2+3x3− x4 = 0

− x2− x3+2x4 = 0

3x1− x2+2x3−3x4 = 0

2x2−2x3+3x4 = 0

⇔







−2 1 3 −1
0 −1 −1 2
3 −1 2 −3
0 2 −2 3













x1

x2

x3

x4







=







0
0
0
0







Εφαρµόζοντας µετασχηµατισµούς στον πίνακα των συντελεστών (επιλέξτε τους εσείς) ϐρίσκουµε

ότι 





−2 1 3 −1
0 −1 −1 2
3 −1 2 −3
0 2 −2 3







∼ · · · ∼







1 0 0 −1/4
0 1 0 3/4
0 0 1 −3/4
0 0 0 0







που σηµαίνει ότι το αρχικό σύστηµα είναι ισοδύναµο µε το







1 0 0 −1/4
0 1 0 3/4
0 0 1 −3/4
0 0 0 0













x1

x2

x3

x4







=







0
0
0
0







⇔

x1 −1

4
x4 = 0

x2 +
3

4
x4 = 0

x3−
3

4
x4 = 0

άρα έχει λύσεις όλα τα διανύσµατα της µορφής (x1, x2, x3, x4)
′ = (x4/4,−3x4/4, 3x4/4, x4)

′ =

x4(1/4,−3/4, 3/4, 1)′ µε x4 ∈ R.

Πότε υπάρχει µοναδική λύση και πότε άπειρες λύσεις ; Θεωρήστε ένα οποιοδήποτε γραµµικό σύ-

στηµα n εξισώσεων µε m αγνώστους :

A
n×m

x
m̃×1

= b
˜n×1

⇔








a11 a12 · · · a1m

a21 a22 · · · a2m
...

...
. . .

...

an1 an2 · · · anm















x1

x2
...

xm








=








b1

b2
...

bn








Προφανώς, το σύστηµα έχει µοναδική λύση αν και µόνον αν είναι ισοδύναµο µε ένα «σύστηµα» της

µορφής

x1 = c1

x2 = c2

...

xm = cm

όπου c1, . . . , cm είναι σταθερές. Αυτό µας λέει ότι µοναδική λύση µπορεί να έχουµε αν και µόνον

αν οι εξισώσεις είναι τουλάχιστον όσες και οι άγνωστοι. Πράγµατι, σε περίπτωση που έχουµε
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ακριβώς m εξισώσεις (όσες και οι άγνωστοι, δηλαδή n = m) µοναδική λύση ϑα έχουµε αν για τον

επαυξηµένο πίνακα του συστήµατος ισχύει








a11 a12 · · · a1m b1

a21 a22 · · · a2m b2
...

...
. . .

...
...

am1 am2 · · · amm bm








∼ · · · ∼








1 0 · · · 0 c1

0 1 · · · 0 c2
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 cm








⇔

x1 = c1

x2 = c2

...

xm = cm

Βλέπουµε ότι σε αυτήν την περίπτωση µετά την απαλοιφή Gauss ο πίνακας των συντελεστών

καταλήγει στον µοναδιαίο πίνακα. Εποµένως, ένα σύστηµα m εξισώσεων µε m αγνώστους έχει

µοναδική λύση αν και µόνον αν ο πίνακας των συντελεστών είναι αντιστρέψιµος. Η µοναδική λύση

είναι το διάνυσµα A−1b
˜

µια και

A
m×m

x
˜

= b
˜
⇔ A−1Ax

˜
= A−1b

˜
⇔ x

˜
= A−1b

˜

Αν οι εξισώσεις είναι περισσότερες (αν δηλαδή n > m) µοναδική λύση ϑα έχουµε αν








a11 a12 · · · a1m b1

a21 a22 · · · a2m b2
...

...
. . .

...
...

an1 an2 · · · anm bn








∼ · · · ∼
















1 0 · · · 0 c1

0 1 · · · 0 c2
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 cm

0 0 · · · 0 0
...

...
...

...

0 0
... 0 0
















⇔

x1 = c1

x2 = c2

...

xm = cm

Σε περίπτωση που οι εξισώσεις είναι λιγότερες από τους αγνώστους (n < m), αν υπάρχει λύση αυτή

δεν µπορεί να είναι µοναδική µια και είναι αδύνατον η απαλοιφή Gauss να καταλήξει σε µορφή

echelon που να περιλαµβάνει τον µοναδιαίο τάξης m. Αυτό µας λέει αµέσως ότι κάθε οµογενές

σύστηµα µε περισσότερους αγνώστους απ΄ ό,τι εξισώσεις έχει άπειρες λύσεις µια και ήδη υπάρχει

η τετριµµένη λύση (δηλαδή το 0
˜
) γι΄ αυτό.

Βασιζόµενοι στην προηγούµενη συζήτηση µπορούµε να συνοψίσουµε όλες τις δυνατές περι-

πτώσεις για τις λύσεις του γραµµικού συστήµατος A
n×m

x
˜

= b
˜

σε έναν πίνακα:

Μη οµογενές (b
˜
6= 0

˜
) Οµογενές (b

˜
= 0

˜
)

n = m A αντιστρέψιµος Μοναδική λύση x
˜

= A−1b
˜

Μοναδική λύση x
˜

= 0
˜

A µη αντιστρέψιµος Καµµία ή άπειρες λύσεις ΄Απειρες λύσεις

n > m Καµµία, µία ή άπειρες λύσεις Μόνο το 0
˜

ή άπειρες λύσεις

n < m Καµµία ή άπειρες λύσεις ΄Απειρες λύσεις

Ο κανόνας του Cramer. ΄Οπως είδαµε, σε περίπτωση που ο A
m×m

είναι αντιστρέψιµος η µοναδική

λύση του συστήµατος Ax
˜

= b
˜

είναι η x
˜

= A−1b
˜
. Το διάνυσµα A−1b

˜
µπορούµε να το πάρουµε µε

τον κανόνα του Cramer που είναι η µέθοδος «µε τις ορίζουσες» που ξέρετε από το σχολείο για

συστήµατα 2 × 2.
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΄Εστω |A| η ορίζουσα του A και |Aj | η ορίζουσα του πίνακα που προκύπτει αν αντικαταστήσουµε

την στήλη j του A µε το διάνυσµα των σταθερών όρων b
˜
. Τότε ισχύει

A−1b
˜

=
( |A1|
|A| ,

|A2|
|A| , . . . ,

|Am|
|A|

)′
.

Για να το δούµε αυτό αρκεί να δείξουµε ότι adj(A) b
˜

= (|A1|, |A2|, . . . , |Am|)′ µια και A−1 =

adj(A)/|A|. Η γραµµή j του adj(A) είναι η
(
(−1)j+1|A1j |, (−1)j+2|A2j |, . . . , (−1)m+j |Amj |

)′
και

το j στοιχείο του διανύσµατος adj(A) b
˜

που είναι το εσωτερικό γινόµενό της µε το b
˜
. Αυτό είναι

(−1)1+j |A1j |b1 + (−1)2+j |A2j |b2 + · · ·+ (−1)m+j |Amj |bm δηλαδή ακριβώς η ορίζουσα |Aj | όπως

ορίστηκε παραπάνω.

Ας εφαρµόσουµε τον κανόνα του Cramer για να (ξανα)ϐρούµε την λύση του συστήµατος

2x1+3x2− x3 = 3

x1− x2+2x3 = −6

−x1+2x2+ x3 = 1

΄Εστω A =





2 3 −1
1 −1 2
−1 2 1



 ο πίνακας των συντελεστών. Τότε,

|A| =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

2 3 −1
1 −1 2
−1 2 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 2

∣
∣
∣
∣

−1 2
2 1

∣
∣
∣
∣
−
∣
∣
∣
∣

3 −1
2 1

∣
∣
∣
∣
−
∣
∣
∣
∣

3 −1
−1 2

∣
∣
∣
∣
= −10 − 5 − 5 = −20

|A1| =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

3 3 −1
−6 −1 2
1 2 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 3

∣
∣
∣
∣

−1 2
2 1

∣
∣
∣
∣
+ 6

∣
∣
∣
∣

3 −1
2 1

∣
∣
∣
∣
+

∣
∣
∣
∣

3 −1
−1 2

∣
∣
∣
∣
= −15 + 30 + 5 = 20

|A2| =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

2 3 −1
1 −6 2
−1 1 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 2

∣
∣
∣
∣

−6 2
1 1

∣
∣
∣
∣
−
∣
∣
∣
∣

3 −1
1 1

∣
∣
∣
∣
−
∣
∣
∣
∣

3 −1
−6 2

∣
∣
∣
∣
= −16 − 4 − 0 = −20

|A3| =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

2 3 3
1 −1 −6
−1 2 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 2

∣
∣
∣
∣

−1 −6
2 1

∣
∣
∣
∣
−
∣
∣
∣
∣

3 3
2 1

∣
∣
∣
∣
−
∣
∣
∣
∣

3 3
−1 −6

∣
∣
∣
∣
= 22 + 3 + 15 = 40

οπότε η µοναδική λύση του συστήµατος είναι (x1, x2, x3)
′ =

( 20

−20
,
−20

−20
,

40

−20

)′
= (−1, 1,−2)′.

Μερικές ϕορές τυχαίνει να συναντάµε συστήµατα εξισώσεων που δεν είναι γραµµικές αλλά µπορούν να

µετατραπούν σε τέτοιες. Θεωρήστε για παράδειγµα το ακόλουθο σύστηµα εξισώσεων :

3x2 − 2/y = 2

−x2 + 1/y = −1

Το σύστηµα µπορεί να µετασχηµατιστεί σε γραµµικό ϑέτοντας u = x2, v = 1/y. Τότε ϑα γίνει

3u − 2v = 2

−u + v = −1

Αυτό έχει µοναδική λύση u = 0, v = −1. Αυτό σηµαίνει ότι το αρχικό σύστηµα έχει τη µοναδική λύση

x = 0, y = −1, αφού x2 = 0 ⇔ x = 0, 1/y = −1 ⇔ y = −1.
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7 ∆ιανύσµατα

Τα διανύσµατα τα γνωρίζετε από τα µαθήµατα της Φυσικής του σχολείου όπου τα χρησιµοποιούσατε

κυρίως για να αναπαρααστήσετε δυνάµεις που ασκούνται σε διάφορα σώµατα.

΄Οπως ξέρετε, ένα διάνυσµα είναι ένα προσανατολισµένο ευθύγραµµο τµήµα µε αρχή και τέλος

που παριστάνεται ως ϐελάκι. Τα χαρακτηριστικά ενός διανύσµατος είναι (α) ο ϕορέας του, δηλαδή

η ευθεία στην οποία οποία ανήκει το ευθύγραµµο τµήµα, (ϐ) η ϕορά του, δηλαδή η κατεύθυνση

στην οποία δείχνει το ϐελάκι, και (γ) το µήκος του.

ϕορέας

αρχή

τέλος

Θυµάστε επίσης από το σχολείο πώς προσθέτουµε δύο διανύσµατα : (α) ΄Οταν έχουν τον ίδιο

ϕορέα και την ίδια ϕορά τότε το άθροισµά τους (η συνισταµένη τους) είναι ένα διάνυσµα µε τον

ίδιο ϕορέα και την ίδια ϕορά µε τα δύο διανύσµατα και µήκος το άθροισµα των µηκών τους :

διάνυσµα 1

διάνυσµα 2

Εδώ υποτίθεται ότι είναι και τα δύο πάνω

στην διακεκοµµένη γραµµή (στον ϕορέα),
«το ένα πάνω στο άλλο». Απλώς τα έχω µε-

τακινήσει λίγο για να ϕαίνονται.

διάνυσµα 1
διάνυσµα 2

άθροισµα

(ϐ) ΄Οταν έχουν τον ίδιο ϕορέα και αντίθετη ϕορά τότε το άθροισµά τους είναι ένα διάνυσµα µε τον

ίδιο ϕορέα, µήκος ίσο µε την διαφορά των µηκών τους και ϕορά ίδια µε την ϕορά του µακρύτερου

από τα δύο :

διάνυσµα 1
διάνυσµα 2

άθροισµα

(γ) ΄Οταν έχουν διαφορετικό ϕορέα και είναι διαδοχικά, δηλαδή το τέλος του ενός συµπίπτει µε την

αρχή του άλλου τότε το άθροισµά τους είναι το διάνυσµα που ξεκινάει από την αρχή του πρώτου

και καταλήγει στο τέλος του δεύτερου:

διάνυσµα 2

διάνυσµα 1
άθροισµα

διάνυσµα 2

διάνυσµα 1 άθροισµα

(δ) ΄Οταν έχουν διαφορετικό ϕορέα τότε για να τα προσθέσουµε ακολουθούµε τον κανόνα του
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παραλληλογράµµου. Σχεδιάζουµε ένα παραλληλόγραµµο µε πλευρές τα δύο διανύσµατα και ως

άθροισµά τους παίρνουµε την διαγώνιό του:

διάνυσµα 2

διάνυσµα 1 άθροισµα

διάνυσµα 2

διάνυσµα 1 άθροισµα

(΄Οπως ϐλέπετε από τα παραπάνω σχήµατα, το άθροισµα δύο διανυσµάτων είναι το ίδιο είτε είναι

συνεχόµενα είτε έχουν την ίδια αρχή.)

Είναι λογικό να αναρωτηθείτε τι σχέση έχει ο ορισµός που έχουµε δώσει για τα διανύσµατα

ως πίνακες-στήλες µε τα ϐελάκια που ξέρετε. Η σύνδεση ϑα γίνει σε λίγο, αφού ϑυµηθούµε και

µερικά ακόµη πράγµατα.

΄Οπως ξέρετε, σε κάθε σηµείο του επιπέδου

µπορούµε να αντιστοιχίσουµε συντεταγµένες.

Ο κλασσικός τρόπος είναι να επιλέξουµε

αυθαίρετα ένα σηµείο στο οποίο αντιστοι-

χίζουµε τις συντεταγµένες (0, 0) και µετά

ϕέρνουµε δύο άξονες που τέµνονται κά-

ϑετα σε αυτό. Οι άξονες διαβαθµίζονται

επίσης µε αυθαίρετο τρόπο µε την έννοια

του ότι η µονάδα µπορεί να αντιστοιχεί σε

διαφορετικό µήκος σε κάθε άξονα. Για να

1 2 3 · · ·−1−2−3· · ·

1

2

−1

−2

ϐρούµε τις συντεταγµένες κάθε σηµείου σε ένα

σύστηµα αξόνων ϕέρνουµε κάθετες από αυτό

το σηµείο στους δύο άξονες. Τα σηµεία στα

οποία οι κάθετες τους τέµνουν είναι οι συντε-

ταγµένες αυτού του σηµείου. Το ποιος άξο-

νας αντιστοιχεί σε ποια συντεταγµένη επιλέγε-

ται αυθαίρετα αλλά συνηθίζεται όταν έχουµε

έναν οριζόντιο και έναν κάθετο άξονα ο οριζό-

ντιος να αντιστοιχεί στην πρώτη και ο κάθετος

στην δεύτερη.

1 2 3 · · ·−1−2−3· · ·

1

2

−1

−2

το σηµείο µε

συντεταγµένες

(1, 2)

το σηµείο µε

συντεταγµένες

(−3/2,−1)

το σηµείο µε

συντεταγµένες

(2,−1/2)

Κάθε σηµείο του επιπέδου καθορίζεται από τις δύο συντεταγµένες του αλλά και αντίστροφα,

οποιοδήποτε διατεταγµένο Ϲεύγος πραγµατικών αριθµών ορίζει ένα σηµείο στο επίπεδο. ΄Ετσι

ολόκληρο το επίπεδο παριστάνεται από διατεταγµένα Ϲεύγη πραγµατικών αριθµών. Αφού αρκούν

ακριβώς δύο πραγµατικοί αριθµοί για να περιγράψουµε όλα τα σηµεία του επιπέδου λέµε ότι το

επίπεδο έχει δύο διαστάσεις : είναι διδιάστατο. Εποµένως, το επίπεδο ταυτίζεται µε το σύνολο

{(x1, x2) : x1 ∈ R, x2 ∈ R} = R × R ≡ R
2.

Το «R × R» είναι το καρτεσιανό γινόµενο του συνόλου των πραγµατικών αριθµών µε τον εαυτό του

και αναφερόµαστε σε αυτό µε τον όρο «αρ τετράγωνο» και χρησιµοποιούµε τον συµβολισµό R
2.
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Εδώ εµφανίζονται και τα διανύσµατα-πίνακες στήλες που συζητήσαµε στην αρχή του µαθήµατος

και πιο συγκεκριµένα τα διδιάστατα διανύσµατα. Το σηµείο τοµής των αξόνων (την «αρχή των

αξόνων») που έχει συντεταγµένες (0, 0) ϑεωρούµε ότι ταυτίζεται µε το µηδενικό διδιάστατο διάνυσµα

0
˜2×1

= (0, 0)′. ΄Ολα τα υπόλοιπα σηµεία ϑεωρούµε ότι συµπίπτουν µε ένα διάνυσµα το καθένα :

Το σηµείο µε συντεταγµένες (x1, x2) ϑεωρούµε ότι συµπίπτει µε το διάνυσµα x
˜

= (x1, x2)
′. Το

διάνυσµα αυτό µπορούµε να το αναπαραστήσουµε και ως ϐελάκι µε αρχή το σηµείο 0
˜

και τέλος το

σηµείο x
˜

= (x1, x2)
′. ΄Ετσι, κάθε διδιάστατο διάνυσµα το ϑεωρούµε ταυτόχρονα ως το σηµείο που

έχει συντεταγµένες τα στοιχεία του και ως το ϐελάκι µε τέλος αυτό το σηµείο και αρχή το σηµείο 0
˜
.

x
˜

= (x1, x2)
′

x1

x2

1 2 3 · · ·−1−2−3· · ·

1

2

−1

−2

το διάνυσµα-σηµείο

(1, 2)′

το διάνυσµα-σηµείο

(−3/2,−1)′

το διάνυσµα-σηµείο

(2,−1/2)′

Μια και τα σηµεία του επιπέδου είναι σε ένα προς ένα αντιστοιχία µε τα διδιάστατα διανύσµατα

(πίνακες-στήλες) στο εξής ϑα ϑεωρούµε ότι το R
2 είναι το σύνολο το διδιάστατων διανυσµάτων :

R
2 = {x

˜
= (x1, x2)

′ : x1, x2 ∈ R}

΄Οπως αναφέραµε στην αρχή της ενότητας, ένα από τα χαρακτηριστικά ενός διανύσµατος είναι

το µήκος του. Το µήκος του διανύσµατος x
˜

= (x1, x2)
′, το οποίο ϑα συµβολίζουµε µε ‖x

˜
‖ υπολοί-

Ϲεται εύκολα µε χρήση του Πυθαγορείου Θεωρήµατος που λέει ότι σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο το

τετράγωνο του µήκους της υποτείνουσας ισούται µε το άθροισµα των τετραγώνων των µηκών των

δύο κάθετων πλευρών. Στο σχήµα δεξιά

ϐλέπουµε ότι οι άξονες και οι διακεκοµµέ-

νες γραµµές σχηµατίζουν δύο (ίσα µεταξύ

τους) ορθογώνια τρίγωνα που έχουν ως

υποτείνουσα το διάνυσµα x
˜

. Οι κάθε-

τες πλευρές έχουν µήκη |x1| και |x2|,
αντίστοιχα (ϐάζω απόλυτες τιµές για να

καλύψω και τις περιπτώσεις αρνητικών

συντεταγµένων), άρα το τετράγωνο του µή-

x
˜

= (x1, x2)
′

x1

x2

κους του διανύσµατος ισούται µε το άθροισµα των τετραγώνων των µηκών των συντεταγµένων του:

‖x
˜
‖2 = x2

1 +x2
2. Παρατηρήστε επίσης ότι η ποσότητα x2

1 +x2
2 ισούται µε το εσωτερικό γινόµενο του

x
˜

µε τον εαυτό του: x
˜
′x
˜

= x2
1 + x2

2. Ως εκ τούτου,

το µήκος του διανύσµατος x
˜

= (x1, x2)
′ ισούται µε ‖x

˜
‖ =

√

x
˜
′x
˜

=
√

x2
1 + x2

2 =
( 2∑

i=1

x2
i

)1/2
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Προφανώς το µήκος ενός διανύσµατος είναι µη αρνητική ποσότητα. Μπορεί όµως να είναι µηδέν

και αυτό συµβαίνει αν και µόνον αν x1 = x2 = 0, δηλαδή αν και µόνον αν x
˜

= 0
˜
.

΄Ενα διάνυσµα που έχει µήκος ίσο µε τη µονάδα λέµε ότι είναι µοναδιαίο. Παρατηρήστε ότι

κάθε διάνυσµα αν διαιρεθεί µε το µήκος του µετατρέπεται σε µοναδιαίο : Αν v
˜

= (v1, v2)
′ και

u
˜

= v
˜
/‖v

˜
‖ = (v1/‖v

˜
‖, v2/‖v

˜
‖)′ τότε

‖u
˜
‖2 =

( v1

‖v
˜
‖
)2

+
( v2

‖v
˜
‖
)2

=
v2
1

‖v
˜
‖2

+
v2
2

‖v
˜
‖2

=
v2
1

v2
1 + v2

2

+
v2
2

v2
1 + v2

2

= 1

οπότε ‖u
˜
‖ = 1. ΄Οταν µετατρέπουµε ένα διάνυσµα σε µοναδιαίο διαιρώντας το µε το µήκος του

τότε λέµε ότι το κανονικοποιούµε και ότι είναι κανονικοποιηµένο.

Τα µήκη των πλευρών µη ορθογωνίων τριγώνων συν-

δέονται µε µία γενικότερη σχέση από αυτήν που λέει

το Πυθαγόρειο Θεώρηµα που είναι γνωστή ως νόµος

των συνηµιτόνων. Ο νόµος των συνηµιτόνων λέει ότι

τα µήκη των πλευρών ενός τριγώνου ικανοποιούν την

εξίσωση

c2 = a2 + b2 − 2ab cos θ

a c

b

θ

Με cos θ συµβολίζεται το συνηµίτονο της γωνίας θ (αυτό που στο σχολείο γράφατε συν θ) που είναι

η γωνία που σχηµατίζουν οι πλευρές µε τα µήκη a και b. Το «cos» προέρχεται από την λέξη

cosine που είναι ο αγγλικός όρος για το συνηµίτονο. Παρεµπιπτόντως ο αντίστοιχος όρος για το

ηµίτονο είναι sine και για την εφαπτοµένη tangent· το ηµίτονο της γωνίας θ γράφεται sin θ και η

εφαπτοµένη της tan θ (= sin θ/ cos θ).

Επιστρέφοντας στον νόµο των συνηµιτόνων παρατηρήστε ότι αν η γωνία θ είναι ορθή τότε

παίρνουµε το Πυθαγόρειο Θεώρηµα µια και το συνηµίτονο των 90 µοιρών (ή, ισοδύναµα, της

γωνίας π/2) ισούται µε µηδέν.

Ας ϑυµηθούµε λίγη (πολύ λίγη) τριγωνοµετρία

΄Οσοι ϑυµούνται πώς ορίζεται το συνηµίτονο και το ηµίτονο µίας γωνίας καθώς και τον τριγωνοµετρικό

κύκλο ας προσπεράσουν αυτήν την παρένθεση.

΄Εστω ορθογώνιο τρίγωνο µε κάθετες πλευρές που έχουν µήκη

a και b και υποτείνουσα που έχει µήκος c. ΄Εστω επίσης θ η γωνία

που σχηµατίζει η υποτείνουσα µε την κάθετη πλευρά µήκους a.

Ορίζουµε

cos θ =
µήκος προσκείµενης (στη γωνία) κάθετης

µήκος υποτείνουσας
=

a

c

και

sin θ =
µήκος απέναντι (από τη γωνία) κάθετης

µήκος υποτείνουσας
=

b

c

c b

a

θ
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Ο τριγωνοµετρικός κύκλος είναι ένας κύκλος µε κέντρο την αρχή των αξόνων και ακτίνα ίση µε τη

µονάδα.

θ

cos θ

sin θ

1−1

1

−1

θ

cos θ

sin θ

1−1

1

−1

θ

cos θ

sin θ

1−1

1

−1

θ

cos θ

sin θ

1−1

1

−1

Στα ορθογώνια τρίγωνα που σχη-

µατίζονται τα συνηµίτονα και ηµί-

τονα δίνονται κανονικά από τους

παραπάνω λόγους : εδώ η υποτεί-

νουσα ισούται µε τη µονάδα µια

και είναι ακτίνα του κύκλου.

Οξείες γωνίες (−π/2 < θ < π/2)

έχουν ϑετικό συνηµίτονο ενώ αµ-

ϐλείες γωνίες (−π < θ < −π/2 ή

π/2 < θ < π έχουν αρνητικό συ-

νηµίτονο. Το συνηµίτονο ορθής

γωνίας (θ = π/2 ή θ = −π/2)

ισούται µε µηδέν. Η γωνία 0 έ-

χει συνηµίτονο ένα ενώ η γωνία

π (ευθεία) έχει συνηµίτονο µείον

ένα.

Αντίθετες γωνίες έχουν το ίδιο συ-

νηµίτονο : cos(−θ) = cos θ.

Ας ϱίξουµε µια µατιά και στον νόµο των συνηµιτόνων. Θεωρήστε το ακόλουθο τρίγωνο, το ABC, του οποίου

οι πλευρές AB, AC, BC έχουν µήκη a, b, c, αντίστοιχα.

A

B

CD

θ

Από το ορθογώνιο τρίγωνο ABD παίρνουµε ότι cos θ = AD/AB άρα AD = AB cos θ. Επίσης, επειδή

AC = AD + DC ϑα έχουµε DC = AC −AD. Εφαρµόζοντας το Πυθαγόρειο Θεώρηµα στο τρίγωνο ABD

παίρνουµε AB2 = AD2 +BD2 άρα BD2 = AB2 −AD2. Εφαρµόζοντας το Πυθαγόρειο Θεώρηµα και στο

τρίγωνο BDC παίρνουµε

BC2 = BD2 + DC2

= AB2 − AD2 + (AC − AD)2 (αφού DC = AC − AD)

= AB2 − AD2 + AC2 − 2ACAD + AD2

= AB2 + AC2 − 2ABAC cos θ (αφού AD = AB cos θ)
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Θα εφαρµόσουµε τώρα τον νόµο των συνηµιτόνων και ϑα δούµε ότι το εσωτερικό γινόµενο δύο

διανυσµάτων σχετίζεται µε την γωνία που σχηµατίζουν.

∆είτε το σχήµα δεξιά. ΄Εχουµε δύο µη συνευθειακά δια-

νύσµατα, τα x
˜

= (x1, x2)
′ και y

˜
= (y1, y2)

′ και η µεταξύ τους

γωνία είναι θ. Θεωρήστε επίσης το διάνυσµα x
˜
− y

˜
. Για να

καταλάβετε γιατί είναι αυτό που ϐλέπουµε στο σχήµα εφαρ-

µόστε τον κανόνα του παραλληλογράµµου για να προσθέσετε

τα x
˜
− y

˜
και y

˜
και να πάρετε (x

˜
− y

˜
) + y

˜
= x

˜
. Το σχήµα που

ϐλέπουµε είναι ένα παραλληλόγραµµο, εποµένως η πάνω δια-

κεκοµµένη γραµµή έχει µήκος ‖x
˜
− y

˜
‖. Εφαρµόζοντας τον

νόµο των συνηµιτόνων στο πάνω τρίγωνο παίρνουµε

‖x
˜
− y

˜
‖2 = ‖x

˜
‖2 + ‖y

˜
‖2 − 2‖x

˜
‖‖y

˜
‖ cos θ

x
˜

y
˜

x
˜
− y

˜

θ

΄Οπως είπαµε προηγουµένως, το τετράγωνο του µήκους ενός διανύσµατος ισούται µε το εσωτερικό

γινόµενό µε τον εαυτό του. ΄Αρα,

‖x
˜
− y

˜
‖2 = (x

˜
− y

˜
)′(x

˜
− y

˜
) = x

˜
′x
˜
− x

˜
′y
˜
− y

˜

′x
˜

+ y
˜

′y
˜

= ‖x
˜
‖2 + ‖y

˜
‖2 − 2x

˜
′y
˜

′

µια και x
˜
′x
˜

= ‖x
˜
‖2, y

˜

′y
˜

= ‖y
˜
‖2 και x

˜
′y
˜

= y
˜

′x
˜

. Συγκρίνοντας τις δύο εκφράσεις για το ‖x
˜
− y

˜
‖2

συµπεραίνουµε ότι ‖x
˜
‖‖y

˜
‖ cos θ = x

˜
′y
˜

. Εφ΄ όσον λοιπόν κανένα από τα δύο διανύσµατα δεν είναι

µηδενικό µπορούµε να λύσουµε ως προς cos θ και να διαπιστώσουµε ότι

για την γωνία θ µεταξύ δύο διανυσµάτων x
˜
, y
˜

ισχύει cos θ =
x
˜
′y
˜‖x

˜
‖‖y

˜
‖

Αφού τα µήκη µη µηδενικών διανυσµάτων είναι ϑετικές ποσότητες, το πρόσηµο του συνηµιτόνου

της γωνίας συµπίπτει µε αυτό του εσωτερικού γινοµένου. ΄Αρα, αν δύο διανύσµατα έχουν ϑετικό

εσωτερικό γινόµενο τότε σχηµατίζουν οξεία γωνία, αν έχουν αρνητικό εσωτερικό γινόµενο τότε

σχηµατίζουν αµβλεία γωνία, ενώ αν το εσωτερικο τους γινόµενο ισούται µε µηδέν τότε σχηµατίζουν

ορθή γωνία δηλαδή είναι κάθετα. Κάθετα µεταξύ τους διανύσµατα συχνά λέµε ότι είναι ορθογώνια.

Για παράδειγµα, τα διανύσµατα x
˜

= (1, 3)′, y
˜

= (−1, 2)′ έχουν εσωτερικό γινόµενο x
˜
′y
˜

=

(1)(−1) + (3)(2) = −1 + 6 = 5 > 0 άρα σχηµατίζουν οξεία γωνία. Τα µήκη τους είναι ‖x
˜
‖ =

(x
˜
′x
˜
)1/2 = (1 + 9)1/2 =

√
10 και ‖y

˜
‖ = (y

˜

′y
˜
)1/2 = (1 + 4)1/2 =

√
5 άρα η γωνία που σχηµατίζουν

έχει συνηµίτονο
5√

10
√

5
=

1√
2

= cos
π

4
δηλαδή σχηµατίζουν γωνία 45◦ (= π/4). Από την άλλη

πλευρά, τα διανύσµατα (2,−1)′, (1, 2)′ έχουν εσωτερικό γινόµενο (2)(1) + (−1)(2) = 2 − 2 = 0

άρα είναι ορθογώνια (σχηµατίζουν γωνία 90◦).

Στην περίπτωση που δύο διανύσµατα έχουν τον ίδιο ϕορέα τότε το ένα είναι ένα πολλαπλάσιο

του άλλου· ϑετικό πολλαπλάσιο αν έχουν την ίδια ϕορά και αρνητικό αν έχουν αντίθετη. Υποθέστε

λοιπόν ότι y
˜

= λx
˜

για κάποιο λ 6= 0. Αν λ > 0 τότε τα δύο διανύσµατα σχηµατίζουν γωνία θ = 0◦

που έχει συνηµίτονο 1 ενώ αν λ < 0 τότε σχηµατίζουν γωνία θ = 180◦ (= π) που έχει συνηµίτονο
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−1. Σε οποιαδήποτε από τις δύο περιπτώσεις,

x
˜
′y
˜‖x

˜
‖‖y

˜
‖ =

x
˜
′(λx

˜
)

‖x
˜
‖‖λx

˜
‖ =

λ

|λ|
x
˜
′x
˜‖x

˜
‖2

=
λ

|λ| =

{
1, αν λ > 0
−1, αν λ < 0

= cos θ

δηλαδή ο τύπος που συνδέει το εσωτερικό γινόµενο δύο διανυσµάτων µε το συνηµίτονο της γωνίας

τους ισχύει και για διανύσµατα µε τον ίδιο ϕορέα.

Το σύνολο R
2 είναι το σύνολο των διδιάστατων διανυσµάτων. Αντίστοιχα ορίζονται τα σύνολα

R
3 (το σύνολο των τριδιάστατων διανυσµάτων), το R

4 (των τετραδιάστατων) και, γενικότερα, το R
n

(των n-διάστατων) όπου n > 1 κάποιος ϑετικός ακέραιος. Στη γενική περίπτωση έχουµε

R
n ≡ R × · · · × R

︸ ︷︷ ︸

n ϕορές

= {x
˜

= (x1, . . . , xn)′;x1, . . . , xn ∈ R}

Στη συνέχεια ϑα δούµε αναλυτικότερα το σύνολο R
3 («αρ τρίτης» ή και «αρ κύβος»)

Η αναπαράσταση σηµείων και διανυσµάτων του R
2 σε χαρτί, σε πίνακα ή στην οθόνη του υπο-

λογιστή είναι πολύ εύκολη υπόθεση µια και πρόκειται για απεικόνιση ενός διδιάστατου συνόλου

σε διδιάστατα αντικείµενα. Για την αναπαράσταση του R
3 στο χαρτί ή στα άλλα προαναφερθέντα

µέσα χρειάζεται λίγη ϕαντασία γιατί πρόκειται για αναπαράσταση τριών διαστάσεων σε δύο δια-

στάσεις. Κατ΄ αρχάς όπως στον R2 επιλέγουµε ένα σηµείο αναφοράς, την «αρχή», και ϑεωρούµε

δύο άξονες που τέµνονται κάθετα σε αυτό, το ίδιο κάνουµε και για την αναπαράσταση σηµείων

και διανυσµάτων στον R
3: ϑεωρούµε τρεις άξονες που τέµνονται κάθετα στο σηµείο 0

˜
= (0, 0, 0)′.

Οι τρεις κάθετοι ανά δύο άξονες σχεδιάζονται συνήθως όπως

στο σχήµα δεξιά µε την πρώτη διάσταση να αντιστοιχεί στον

άξονα που ϕαίνεται διαγώνιος, η δεύτερη σε αυτόν που ϕαίνε-

ται οριζόντιος και η τρίτη σε αυτόν που ϕαίνεται κάθετος. Αν

δεν µπορείτε να καταλάβετε αµέσως αυτό το σχήµα σταθείτε

στη µέση ενός ορθογωνίου δωµατίου και κοιτάξτε την κάτω

αριστερά γωνία του. Εκεί είναι το σηµείο τοµής τριών ευ-

ϑειών : της άκρης του πατώµατος που ϐρίσκεται αριστερά σας

(ο πρώτος άξονας), της άκρης του πατώµατος που ϐρίσκεται

απέναντί σας (ο δεύτερος άξονας), και της ευθείας που είναι

η τοµή των δύο τοίχων (ο τρίτος άξονας). Αυτές ξέρετε ότι είναι

κάθετες ανά δύο. Εν τούτοις, λόγω της ϑέσης στην οποία ϐρίσκεστε, η µόνη γωνία που πραγµατικά

ϐλέπετε ορθή είναι αυτή που σχηµατίζουν ο δεύτερος και ο τρίτος άξονας· τις άλλες δύο τις ϐλέπετε

αµβλείες. Αυτό ακριβώς προσπαθούµε να αναπαραστήσουµε µε αυτό το σχήµα.

Για να ϐρούµε τις συντεταγµένες ενός σηµείου όταν έχουµε ένα τέτοιο σύστηµα αξόνων ϕέρ-

νουµε κάθετες από το σηµείο σε κάθε έναν από τους τρεις άξονες όπως στο ακόλουθο παράδειγµα:
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το διάνυσµα-σηµείο (2, 4, 6)′

1

2

3

1 2 3 4
1

2

3

4

5

6

7

Στο δωµάτιο που λέγαµε πριν, ϕανταστείτε το ϐελάκι να ξεκινάει από την κάτω αριστερά γωνία (το

σηµείο τοµής των τριών αξόνων) και να καταλήγει µπροστά σας λίγο ψηλότερα από το κεφάλι σας.

Ας δούµε ποιο είναι το µήκος ενός δια-

νύσµατος του R
3. Στο σχήµα δεξιά έχουµε

το διάνυσµα x
˜

= (x1, x2, x3)
′. Το διάνυσµα

είναι υποτείνουσα του ορθογωνίου τριγώνου

OAC (είναι η πλευρά OC) που έχει κάθετες

πλευρές τις OA και AC η οποία έχει µήκος

|x3|. Εποµένως, το Πυθαγόρειο Θεώρηµα δίνει

‖x
˜
‖2 = (µήκος OA)2 + x2

3. Το µήκος της

OA µπορούµε να το ϐρούµε από το ορθογώνιο

τρίγωνο OAB όπου σε αυτό η OA είναι η υποτεί-

x
˜

= (x1, x2, x3)
′

x1

x2

x3

O

AB

C

νουσα και οι κάθετες πλευρές οι OB µε µήκος |x1| και η AB µε µήκος |x2|. Εκεί το Πυθαγόρειο

Θεώρηµα δίνει (µήκος OA)2 = x2
1 + x2

2. Αντικαθιστώντας το στην προηγούµενη σχέση παίρνουµε

‖x
˜
‖2 = x2

1 + x2
2 + x2

3. Παρατηρήστε ότι όπως και στα διδιάστατα διανύσµατα, έτσι κι εδώ έχουµε

‖x
˜
‖2 = x

˜
′x
˜

. Εποµένως,

το µήκος του x
˜

= (x1, x2, x3)
′ ισούται µε ‖x

˜
‖ =

√

x
˜
′x
˜

=
√

x2
1 + x2

2 + x2
3 =

( 3∑

i=1

x2
i

)1/2

Το σύνολο R
4 και, γενικότερα, το σύνολο R

n για n > 4 δεν είναι εύκολο να το αναπαραστήσουµε

γραφικά. Για τα σηµεία-διανύσµατα του R
n χρειαζόµαστε n άξονες που τέµνονται κάθετα στο ση-

µείο 0
˜n×1

= (0, . . . , 0)′ και αυτό είναι αδύνατον να το κάνουµε στο χαρτί για µεγάλα n. Εν τούτοις,

ϑεωρούµε ότι τα n-διάστατα αντικείµενα µπορούν να αναπαρασταθούν σε ένα τέτοιο σύστηµα συ-

ντεταγµένων παρ΄ όλο που δεν γίνεται να το σχεδιάσουµε. Το µήκος ενός n-διάστατου διανύσµατος

δίνεται από την ίδια σχέση που δίνει το µήκος των διδιάστατων και τριδιάστατων διανυσµάτων :

το µήκος του x
˜

= (x1, . . . , xn)′ ισούται µε ‖x
˜
‖ =

√

x
˜
′x
˜

=
√

x2
1 + · · · + x2

n =
( n∑

i=1

x2
i

)1/2

(Αυτό δεν είναι κάτι «ϕανταστικό», µπορεί να αποδειχθεί εφαρµόζοντας n− 1 ϕορές το Πυθαγόρειο

Θεώρηµα όπως κάναµε και στις τρεις διαστάσεις όπου το εφαρµόσαµε δύο ϕορές.) Από το παρα-
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πάνω ϐλέπουµε ότι το µήκος είναι µη αρνητικός αριθµός και ότι το µοναδικό n-διάστατο διάνυσµα

που έχει µήκος ίσο µε µηδέν είναι το µηδενικό :

‖x
˜
‖ > 0, ∀x

˜
∈ R

n και ισχύει ‖x
˜
‖ = 0 ⇔ x

˜
= 0

˜
.

΄Εστω τώρα δύο διανύσµατα x
˜

= (x1, . . . , xn)′, y
˜

= (y1, . . . , yn)′ του R
n (για οποιοδήποτε n > 2)

τα οποία δεν έχουν τον ίδιο ϕορέα. ΄Οπως γνωρίζουµε, δύο τεµνόµενες ευθείες ορίζουν πάντα

ένα (διδιάστατο) επίπεδο. Εποµένως, ανεξαρτήτως διάστασης, δύο οποιαδήποτε µη συνευθειακά

διανύσµατα ορίζουν ένα και µοναδικό επίπεδο. ΄Εστω θ η γωνία που σχηµατίζουν πάνω σε αυτό

το επίπεδο. Μπορεί να δειχθεί ότι το συνηµίτονό της δίνεται από τον ίδιο τύπο όπως και για τα

διδιάστατα διανύσµατα :

cos θ =
x
˜
′y
˜‖x

˜
‖‖y

˜
‖ =

x1y1 + · · · + xnyn
√

x2
1 + · · · + x2

n

√

y2
1 + · · · + y2

n

Για παράδειγµα τα διανύσµατα x
˜

= (0,−1, 1, 2,−2)′ , y
˜

= (2,−1, 0,−1, 2)′ του R
5 σχηµατίζουν

γωνία µε συνηµίτονο

(0)(2) + (−1)(−1) + (1)(0) + (2)(−1) + (−2)(2)
√

(0)2 + 12 + (−1)2 + (−2)2 + 22
√

22 + (−1)2 + 02 + (−1)2 + 22
= −1

2

Αφού έχει αρνητικό συνηµίτονο, η γωνία είναι αµβλεία· πιο συγκεκριµένα ισούται µε 2π/3, δηλαδή

µε 120◦. Ως ένα ακόµη παράδειγµα ϑεωρήστε τα διανύσµατα u
˜

= (−2, 3, 1, 1)′ , v
˜

= (0,−1, 0, 3)′

του R
4. Το εσωτερικό τους γινόµενο ισούται µε u

˜
′v
˜

= (−2)(0) + (3)(−1) + (1)(0) + (1)(3) = 0

εποµένως είναι ορθογώνια (δηλαδή κάθετα µεταξύ τους).

8 Τετραγωνικοί πίνακες (συνέχεια)

8.1 Ορθογώνιοι πίνακες

΄Ενας τετραγωνικός πίνακας A
n×n

καλείται ορθογώνιος αν ο αντίστροφός του είναι ο ανάστροφός

του, αν δηλαδή

A−1 = A′

Αν γράψουµε A =
(
a
˜

1 a
˜

2 · · · a
˜

n

)
µε a

˜
1, . . . , a

˜
n ∈ R

n, έχουµε A′ =








a
˜
′
1

a
˜
′
2
...

a
˜
′
n








και

A′A =








a
˜
′
1

a
˜
′
2
...

a
˜
′
n








(
a
˜

1 a
˜

2 · · · a
˜

n

)
=








‖a
˜

1‖2 a
˜
′
1a
˜

2 · · · a
˜
′
1a
˜

n

a
˜
′
2a
˜

1 ‖a
˜

2‖2 · · · a
˜
′
2a
˜

n
...

...
. . .

...

a
˜
′
na
˜

1 a
˜
′
na
˜

2 · · · ‖a
˜

n‖2








Αν ο A είναι ορθογώνιος έχουµε επίσης

A′A = A−1A = In =








1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · 1







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Συνδυάζοντας τις δύο εκφράσεις για τον A′A συµπεραίνουµε ότι οι στήλες ενός ορθογώνιου πίνακα

είναι µοναδιαία ανά δύο κάθετα διανύσµατα, µια και τα µήκη τους ισούνται µε τη µονάδα και τα

εσωτερικά τους γινόµενα µε το µηδέν. Ακριβώς το ίδιο ισχύει και για τις γραµµές ενός ορθογώνιου

πίνακα· αυτό δείξτε το µόνοι σας εκφράζοντάς τον ορθογώνιο πίνακα A ως προς τις γραµµές του

και παρατηρώντας ότι AA′ = AA−1 = In.

Αφού ο ανάστροφος του αναστρόφου ενός πίνακα ισούται µε τον ίδιο τον πίνακα, (A′)′ = A,

συµπεραίνουµε ότι ο ανάστροφος ενός ορθογώνιου πίνακα είναι επίσης ορθογώνιος.

Η ορίζουσα ενός ορθογώνιου πίνακα ισούται µε 1 ή µε −1. Πράγµατι, από τις ιδιότητες |A′| =

|A|, |AB| = |A||B|, και |In| = 1 παίρνουµε

1 = |In| = |AA′| = |A||A′| = |A|2

που σηµαίνει ότι |A| = 1 ή −1.

Αν ο A είναι ορθογώνιος το ίδιο ισχύει και για τον −A αφού (−A)′(−A) = A′A = In.

΄Ενας διαγώνιος πίνακας είναι ορθογώνιος αν και µόνον αν τα διαγώνια στοιχεία του είναι 1

ή/και −1. Μπορείτε να το αποδείξετε ;

΄Εστω A
n×n

ορθογώνιος πίνακας. Τότε για οποιοδήποτε x
˜

∈ R
n ισχύει ‖Ax

˜
‖ = ‖x

˜
‖, δηλαδή

πολλαπλασιασµός ενός διανύσµατος µε έναν ορθογώνιο πίνακα διατηρεί το µήκος του αναλλοίωτο.

Πράγµατι,

‖Ax
˜
‖2 = (Ax

˜
)′(Ax

˜
) = x

˜
′A′Ax

˜
= x

˜
′Inx

˜
= x

˜
′x
˜

= ‖x
˜
‖2

Επίσης, αν πολλαπλασιάσουµε δύο διανύσµατα x
˜
, y
˜

∈ R
n µε τον ίδιο ορθογώνιο πίνακα τότε η

γωνία τους παραµένει αναλλοίωτη αφού

(Ax
˜
)′(Ay

˜
) = x

˜
′A′Ay

˜
= x

˜
′Iny

˜
= x

˜
′y
˜

και όπως δείξαµε προηγουµένως ‖Ax
˜
‖ = ‖x

˜
‖, ‖Ay

˜
‖ = ‖y

˜
‖, άρα

(Ax
˜
)′(Ay

˜
)

‖Ax
˜
‖‖Ay

˜
‖ =

x
˜
′y
˜‖x

˜
‖‖y

˜
‖ .

9 Γραµµική εξάρτηση και γραµµική ανεξαρτησία διανυσµάτων

Αν v
˜

1, . . . , v
˜

m είναι διανύσµατα ίδιας διάστασης και c1, . . . , cm ∈ R τότε το διάνυσµα

c1v
˜

1 + · · · + cmv
˜

m

λέµε ότι είναι ένας γραµµικός συνδυασµός τους. Οι αριθµοί c1, . . . , cm λέγονται συντελεστές

του γραµµικού συνδυασµού.

Να ϑυµηθούµε εδώ ότι αν V είναι ο πίνακας µε στήλες τα διανύσµατα v
˜

1, v
˜

2, . . . , v
˜

m και c
˜

= (c1, c2, . . . , cm)′

τότε

c1v
˜

1 + c2v
˜

2 + · · · + cmv
˜

m =
(
v
˜

1 v
˜

2 · · · v
˜

m

)








c1

c2

...

cm








= V c
˜
.
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΄Εστω διανύσµατα v
˜

1, . . . , v
˜

m ∈ R
n. Τα διανύσµατα αυτά καλούνται γραµµικώς εξαρτηµένα

αν υπάρχουν αριθµοί c1, . . . , cm ∈ R, όχι όλοι µηδέν, έτσι ώστε

c1v
˜

1 + · · · + cmv
˜

m = 0
˜
.

Σε διαφορετική περίπτωση, αν δηλαδή

c1v
˜

1 + · · · + cmv
˜

m = 0
˜

⇔ c1 = · · · = cm = 0,

τα διανύσµατα v
˜

1, . . . , v
˜

m καλούνται γραµµικώς ανεξάρτητα. Πολλές ϕορές, αντί να λέµε ότι τα

v
˜

1, . . . , v
˜

m είναι γραµµικώς εξαρτηµένα ή γραµµικώς ανεξάρτητα, λέµε ότι το σύνολο των διανυ-

σµάτων {v
˜

1, . . . , v
˜

m} είναι γραµµικώς εξαρτηµένο ή γραµµικώς ανεξάρτητο, αντίστοιχα.

∆εδοµένου του ότι c1v
˜

1 + · · · + cmv
˜

m = V c
˜

όπου V ο πίνακας µε στήλες v
˜

1, . . . , v
˜

m και

c
˜

= (c1, . . . , cm)′, οι παραπάνω ορισµοί µας λένε ότι

τα v
˜

1, . . . , v
˜

m είναι γραµµικώς ανεξάρτητα ⇔ το οµογενές σύστηµα V x
˜

= 0
˜έχει µόνο την τετριµµένη λύση

Να επισηµάνω εδώ ότι αυτό που γράφει στο παραπάνω πλαίσιο είναι ισοδύναµο µε το «τα v
˜

1, . . . , v
˜

m

είναι γραµµικώς εξαρτηµένα ⇔ το οµογενές σύστηµα V x
˜

= 0
˜

έχει και άλλες λύσεις εκτός της

τετριµµένης».

Αν ένα από τα v
˜

1, . . . , v
˜

m είναι το 0
˜

τότε είναι γραµµικώς εξαρτηµένα. Πράγµατι, αν ϑέσουµε

τον συντελεστή του 0
˜

ίσον µε c 6= 0 και τους συντελεστές όλων των υπολοίπων διανυσµάτων ίσους

µε µηδέν τότε ο αντίστοιχος γραµµικός συνδυασµός τους ισούται µε 0
˜

χωρίς όλοι οι συντελεστές να

είναι 0, π.χ.

0v
˜

1 + · · · + 0v
˜

k + c 0
˜

= 0
˜

∆ιανύσµατα µε τον ίδιο ϕορέα είναι πάντα γραµµικώς εξαρτηµένα. Πράγµατι, αν x
˜

= λv
˜
, y
˜

=

µv
˜

µε v
˜
∈ R

n και λ, µ ∈ R τότε µx
˜
− λy

˜
= 0

˜
χωρίς να είναι απαραίτητο τα λ, µ να είναι µηδέν.

Αντιθέτως, δύο µη συνευθειακά διανύσµατα είναι πάντα γραµµικώς ανεξάρτητα. Πράγµατι, έστω

x
˜
, y
˜

δύο διανύσµατα µε διαφορετικούς ϕορείς. Τότε, για οποιαδήποτε c1, c2 ∈ R, το διάνυσµα

c1x
˜

παραµένει στον ϕορέα του x
˜

και το διάνυσµα c2y
˜

παραµένει στον ϕορέα του y
˜
, εποµένως το

διάνυσµα c1x
˜

+ c2y
˜

που προκύπτει από τον κανόνα του παραλληλογράµµου δεν µπορεί να είναι

το 0
˜

παρά µόνον αν c1 = c2 = 0. (∆είτε τα αυτά σχεδιάζοντας κατάλληλα σχήµατα.)

΄Ενα µη µηδενικό διάνυσµα, µόνο του, είναι γραµµικώς ανεξάρτητο. Πράγµατι, αν x
˜
6= 0

˜
τότε

έχουµε cx
˜

= 0
˜
⇔ c = 0. (Το γινόµενο cx

˜
µπορεί να ϑεωρηθεί ως «γραµµικός συνδυασµός» µόνο

του διανύσµατος x
˜

.)

Αν κάποια διανύσµατα είναι γραµµικώς εξαρτηµένα τότε τουλάχιστον ένα από αυτά γράφεται

ως γραµµικός συνδυασµός των υπολοίπων. Πράγµατι, έστω c1v
˜

1 + c2v
˜

2 + · · · + cmv
˜

m = 0
˜

χωρίς

όλα τα ci να είναι µηδέν. Υποθέστε χωρίς ϐλάβη της γενικότητας ότι c1 6= 0. Τότε µπορούµε να

διαιρέσουµε µε c1 και να πάρουµε

c1v
˜

1 + c2v
˜

2 + · · · + cmv
˜

m = 0
˜

⇔ v
˜

1 +
c2

c1
v
˜

2 + · · · + cm

c1
v
˜

m = 0
˜

⇔ v
˜

1 = −c2

c1
v
˜

2 − · · · − cm

c1
v
˜

m
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(Η γενικότητα δεν ϐλάπτεται υποθέτοντας ότι c1 6= 0 γιατί ο στόχος είναι να δείξουµε ότι ένα οποιοδήποτε

από τα διανύσµατα γράφεται ως γραµµικός συνδυασµός των υπολοίπων. Ούτως ή άλλως τουλάχιστον ένα

από τα ci είναι διάφορο του µηδενός οπότε διαιρώντας µε το συγκεκριµένο ci ϑα µπορούσαµε να γράψουµε

το αντίστοιχο διάνυσµα ως γραµµικό συνδυασµό των υπολοίπων όπως ακριβώς κάναµε µε το v
˜

1.)

΄Ενα σύνολο µη µηδενικών διανυσµάτων που είναι ανά δύο κάθετα µεταξύ τους είναι γραµµικώς

ανεξάρτητο. Πράγµατι, αν v
˜

1, . . . , v
˜

m ∈ R
n είναι ανά δύο κάθετα µη µηδενικά διανύσµατα, δηλαδή

αν v
˜
′
iv
˜

j = 0 για κάθε i 6= j µε v
˜

i 6= 0
˜

για κάθε i, τότε κανένα από αυτά δεν µπορεί να γραφτεί ως

γραµµικός συνδυασµός των υπολοίπων (και συνεπώς δεν γίνεται αυτό που δείξαµε στην αµέσως

προηγούµενη παράγραφο). Για να το δείτε αυτό υποθέστε χωρίς ϐλάβη της γενικότητας ότι για το

πρώτο από αυτά ισχύει v
˜

1 = c2v
˜

2 + · · · + cmv
˜

m. Τότε,

v
˜

1 = c2v
˜

2 + · · · + cmv
˜

m ⇒ v
˜
′
1v
˜

1 = v
˜
′
1(c2v

˜
2 + · · · + cmv

˜
m)

(πολλαπλασιάζω από αριστερά και τα δύο µέλη µε το v
˜
′
1)

⇔ ‖v
˜

1‖2 = c2(v
˜
′
1v
˜

2) + · · · + cm(v
˜
′
1v
˜

m)

(εφαρµόζω την επιµεριστική ιδιότητα)

⇔ ‖v
˜

1‖2 = 0 ⇔ v
˜

1 = 0
˜

(µήκος µηδέν έχει µόνο το µηδενικό διάνυσµα)

κάτι που έχει αποκλειστεί από την αρχή.

Αν ένα σύνολο διανυσµάτων είναι γραµµικώς ανεξάρτητο τότε οποιοδήποτε υποσύνολό του είναι

επίσης γραµµικώς ανεξάρτητο. Για παράδειγµα, αν τα v
˜

1, . . . , v
˜

k, v
˜

k+1, . . . , v
˜

m είναι γραµµικώς

ανεξάρτητα τότε τα v
˜

1, . . . , v
˜

k είναι γραµµικώς ανεξάρτητα. Πράγµατι, αν τα v
˜

1, . . . , v
˜

k ήταν γραµ-

µικώς εξαρτηµένα τότε ϑα υπήρχαν σταθερές c1, . . . , ck, όχι όλες µηδέν, έτσι ώστε c1v
˜

1+· · ·+ckv
˜

k =

0
˜
. Αλλά τότε ϑα µπορούσαµε να γράψουµε c1v

˜
1 + · · ·+ ckv

˜
k +0v

˜
k+1 + · · ·+0v

˜
m = 0

˜
που σηµαίνει

ότι ϑα µπορούσαµε να ϐρούµε γραµµικό συνδυασµό των v
˜

1, . . . , v
˜

m µε συντελεστές που δεν είναι

όλοι 0 που να ισούται µε το 0
˜
. Αυτό ϑα σήµαινε ότι τα v

˜
1, . . . , v

˜
m είναι γραµµικώς εξαρτηµένα,

κάτι που έρχεται σε αντίθεση µε την αρχική υπόθεση της γραµµικής ανεξαρτησίας τους.

Αν ένα σύνολο διανυσµάτων είναι γραµµικώς εξαρτηµένο τότε οποιοδήποτε υπερσύνολό του

είναι επίσης γραµµικώς εξαρτηµένο. Για παράδειγµα, αν τα v
˜

1, . . . , v
˜

m είναι γραµµικώς εξαρ-

τηµένα τότε τα v
˜

1, . . . , v
˜

m, v
˜

m+1, . . . , v
˜

n είναι γραµµικώς εξαρτηµένα. Πράγµατι, το γεγονός ότι

τα v
˜

1, . . . , v
˜

m είναι γραµµικώς εξαρτηµένα σηµαίνει ότι υπάρχουν σταθερές c1, . . . , cm, όχι όλες

µηδέν, έτσι ώστε c1v
˜

1 + · · · + cmv
˜

m = 0
˜
. Αλλά τότε, c1v

˜
1 + · · · + ckv

˜
m + 0v

˜
m+1 + · · · + 0v

˜
n = 0

˜
που σηµαίνει ότι τα v

˜
1, . . . , v

˜
n είναι γραµµικώς εξαρτηµένα.

Χρησιµοποιώντας τον πίνακα για το πλήθος των λύσεων ενός οµογενούς γραµµικού συστήµατος

στην σελίδα 52 µπορούµε να εξαγάγουµε τα εξής γενικά συµπεράσµατα :

• Περισσότερα από n n-διάστατα διανύσµατα είναι πάντα γραµµικώς εξαρτηµένα αφού αν

v
˜

1, . . . , v
˜

m ∈ R
n µε m > n και V

n×m
=
(
v
˜

1 · · · v
˜

m

)
είναι ο πίνακας που τα έχει στήλες τότε

το οµογενές σύστηµα V x
˜

= 0
˜

έχει µη τετριµµένες λύσεις.

• Ακριβώς n n-διάστατα διανύσµατα v
˜

1, . . . , v
˜

n είναι γραµµικώς ανεξάρτητα αν και µόνον αν

ο πίνακας V
n×n

=
(
v
˜

1 · · · v
˜

n

)
που τα έχει στήλες είναι αντιστρέψιµος αφού τότε και µόνον

τότε το οµογενές σύστηµα V x
˜

= 0
˜

έχει µόνον την τετριµµένη λύση.
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10 Τάξη πίνακα

Αυτή η ενότητα είναι πιο ϑεωρητική από όσες έχουµε δει µέχρι τώρα. Οι διάφοροι ισχυρισµοί παρουσιάζο-

νται ως µία σειρά «Αποτελεσµάτων» µε την απόδειξή τους και, συνήθως, προκειµένου να αποδειχθεί κάποιο

αποτέλεσµα χρησιµοποιούνται συνδυασµοί των προηγούµενων. Αυτός είναι και ο λόγος που τα έχω αριθ-

µήσει. Μην αδιαφορείτε ποτέ για τις αποδείξεις ! Πρώτον, µόνο αυτές µας πείθουν πέραν πάσης αµφιβολίας

για την αλήθεια των ισχυρισµών και µας εξηγούν γιατί αυτοί ισχύουν. ∆εύτερον, πρέπει να συνηθίσετε το

µοτίβο ισχυρισµός-απόδειξη-ισχυρισµός-απόδειξη γιατί, όπως ϑα δείτε, το Πρόγραµµα Σπουδών µας έχει

αρκετά Μαθηµατικά.

Τάξη (rank) ενός πίνακα καλείται το (µέγιστο) πλήθος γραµµικώς ανεξάρτητων στηλών του. Η

τάξη του πίνακα A συµβολίζεται συνήθως µε rank(A).

Ας παρατηρήσουµε πρώτα ότι αν rank( A
n×m

) = k τότε προφανώς 0 6 k 6 m. ΄Ενας πίνακας έχει

τάξη 0 αν και µόνον αν είναι µηδενικός (οποιωνδήποτε διαστάσεων) µια και αν είχε έστω και µία µη

µηδενική στήλη τότε η τάξη του ϑα ήταν τουλάχιστον ένα. Κάθε µη µηδενικό διάνυσµα είναι ένας

πίνακας τάξης 1. Σε περίπτωση που ο A
n×m

έχει m > 2 στήλες και η τάξη του είναι k < m τότε κάθε

σύνολο k + 1 στηλών του A που αποτελείται από k γραµµικώς ανεξάρτητες στήλες του και µία από

τις υπόλοιπες m − k είναι k + 1 γραµµικώς εξαρτηµένα διανύσµατα. (Αν δεν συνέβαινε αυτό τότε

η τάξη του δεν ϑα ήταν k, ϑα ήταν µεγαλύτερη.) Εποµένως, ϐάσει αυτού που είπαµε στην σελίδα

64, κάθε µία από τις υπόλοιπες m − k στήλες του πίνακα γράφεται ως γραµµικός συνδυασµός

των k γραµµικώς ανεξάρτητων στηλών του. Υποθέστε για ευκολία στους συµβολισµούς ότι οι k

γραµµικώς ανεξάρτητες στήλες του A =
(
a
˜

1 · · · a
˜

m

)
είναι οι a

˜
1, . . . , a

˜
k δηλαδή οι k πρώτες

του. Τότε, για κάθε j > k υπάρχουν c1j , . . . , ckj ώστε a
˜

j = c1ja
˜

1 + · · · + ckja
˜

k = A1c
˜

j, όπου

A1
n×k

=
(
a
˜

1 · · · a
˜

k

)
και c

˜
j = (c1j , . . . , ckj)

′. Εποµένως, αν ο A
n×m

έχει k γραµµικώς ανεξάρτητες

στήλες και αυτές είναι οι k πρώτες του τότε

A
n×m

= (a
˜

1 · · · a
˜

k a
˜

k+1 · · · a
˜

m) = (A1
n×k

A2
n×(m−k)

)

µε

A2 = (a
˜

k+1 · · · a
˜

m) = (A1c
˜

k+1 · · · A1c
˜

m) = A1(c
˜

k+1 · · · c
˜

m) = A1C,

όπου C
k×(m−k)

=
(
c
˜

k+1 · · · c
˜

m

)
. Ως εκ τούτου έχουµε

A
n×m

= (A1
n×k

A1C
n×(m−k)

) = A1
n×k

( Ik
k×k

C
k×(m−k)

).

Να σηµειωθεί εδώ ότι αφού A = A1(Ik C), για τον ανάστροφό του ισχύει

A′ =
(
A1(Ik C)

)′
= (Ik C)′A′

1 =

(
Ik

C ′

)

A′
1.

Αποτέλεσµα 10.1. ΄Εστω A
n×m

, B
m×ℓ

πίνακες τέτοιοι ώστε το γινόµενο AB
n×ℓ

να έχει νόηµα. Ισχύουν

τα εξής :

(α) Αν rank(A) = m και rank(B) = ℓ τότε rank(AB) = ℓ. (∆ηλαδή αν ο A και ο B έχουν

γραµµικώς ανεξάρτητες στήλες τότε το γινόµενο AB έχει γραµµικώς ανεξάρτητες στήλες.)

(ϐ) Αν rank(B) < ℓ τότε rank(AB) < ℓ. (∆ηλαδή αν ο B έχει γραµµικώς εξαρτηµένες στήλες τότε

το γινόµενο AB έχει γραµµικώς εξαρτηµένες στήλες.)
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Απόδειξη. (α) Βάσει αυτών που είπαµε στην προηγούµενη ενότητα, το ότι ο A έχει γραµµικώς

ανεξάρτητες στήλες συνεπάγεται ότι το οµογενές σύστηµα Ax
˜

= 0
˜

έχει µόνο την τετριµµένη λύση.

Αντίστοιχα, το ότι ο B έχει γραµµικώς ανεξάρτητες στήλες συνεπάγεται ότι το οµογενές σύστηµα

By
˜

= 0
˜

έχει µόνο την τετριµµένη λύση. Θεωρήστε τώρα το οµογενές σύστηµα (AB)y
˜

= 0
˜
. Τότε

έχουµε

(AB)y
˜

= 0
˜
⇔ A(By

˜
) = 0

˜
⇔ By

˜
= 0

˜
(αφού το Ax

˜
= 0

˜
έχει µόνο την τετριµµένη λύση)

⇔ y
˜

= 0
˜

(αφού το By
˜

= 0
˜

έχει µόνο την τετριµµένη λύση)

Εποµένως το οµογενές σύστηµα (AB)y
˜

= 0
˜

έχει µόνο την τετριµµένη λύση εποµένως οι στήλες του

AB είναι γραµµικώς ανεξάρτητες.

(ϐ) Επειδή οι στήλες του B είναι γραµµικώς εξαρτηµένες, το οµογενές σύστηµα By
˜

= 0
˜

έχει µη

τετριµµένες λύσεις. ΄Εστω y
˜

∗ µία µη τετριµµένη λύση του. Τότε By
˜

∗ = 0
˜
⇒ A(By

˜

∗) = A0
˜
⇔

(AB)y
˜

∗ = 0
˜

που σηµαίνει ότι το y
˜

∗ είναι µη τετριµµένη λύση και του (AB)y
˜

= 0
˜
. Εποµένως το

(AB)y
˜

= 0
˜

έχει µη τετριµµένες λύσεις, άρα οι στήλες του AB είναι γραµµικώς εξαρτηµένες.

(Αν αναρωτιέστε τι συµβαίνει σε περίπτωση που οι στήλες του A είναι γραµµικώς εξαρτηµένες και οι στήλες

του B γραµµικώς ανεξάρτητες, δεν υπάρχει γενική απάντηση. Σε αυτήν την περίπτωση µπορεί οι στήλες

του AB είτε να είναι γραµµικώς ανεξάρτητες είτε να είναι γραµµικώς εξαρτηµένες.)

΄Ενα αποτέλεσµα από την Μαθηµατική Λογική

Στα Μαθηµατικά αποδεικνύουµε διάφορα αποτελέσµατα χρησιµοποιώντας ακολουθίες αληθών ισχυρι-

σµών που ο κάθε ένας συνεπάγεται τον επόµενο όπως π.χ.

(ισχυρισµός Α) ⇒ (ισχυρισµός Β)

Αν ισχύει η παραπάνω συνεπαγωγή τότε είναι ισοδύναµη µε την αντίστροφη συνεπαγωγή των αρνήσεων

των δύο ισχυρισµών :

(δεν ισχύει ο ισχυρισµός Β) ⇒ (δεν ισχύει ο ισχυρισµός Α)

Νοµίζω ότι είναι εύκολο να το καταλάβετε : Αν δεν ισχύει ο ισχυρισµός Β τότε δεν µπορεί να ισχύει ο

ισχυρισµός Α γιατί αν ίσχυε ο Α τότε η πρώτη συνεπαγωγή µάς λέει ότι ϑα ίσχυε και ο Β.

Το (ϐ) του Αποτελέσµατος 10.1 λέει ότι αν ο πίνακας B έχει γραµµικώς εξαρτηµένες στήλες

τότε το γινόµενο AB έχει γραµµικώς εξαρτηµένες στήλες. Εφαρµόζοντας λοιπόν αυτό που γράφει

στο παραπάνω πλαίσιο συµπεραίνουµε ότι αν το γινόµενο AB έχει γραµµικώς ανεξάρτητες στήλες

τότε ο B έχει γραµµικώς ανεξάρτητες στήλες.

Αποτέλεσµα 10.2. Αµοιβαία εναλλαγή στηλών ή/και γραµµών ενός πίνακα δεν µεταβάλλει την

τάξη του.

Απόδειξη. Ο ισχυρισµός για την εναλλαγή στηλών είναι προφανής. Για να δούµε ότι το ίδιο

ισχύει και για την εναλλαγή γραµµών έστω rank( A
n×m

) = k. Αν k = m τότε ο A έχει γραµ-

µικώς ανεξάρτητες στήλες οπότε το οµογενές σύστηµα Ax
˜

= 0
˜

έχει µόνο την τετριµµένη λύση.

΄Εστω B ο πίνακας που προκύπτει µετά από την εναλλαγή δύο γραµµών του A. Τότε, το σύ-

στηµα Bx
˜

= 0
˜

είναι ισοδύναµο µε το Ax
˜

= 0
˜

άρα έχει και αυτό µόνο την τετριµµένη λύση
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οπότε rank(B) = m = rank(A). Αν k < m ας υποθέσουµε χωρίς ϐλάβη της γενικότητας

ότι οι k πρώτες στήλες του A είναι γραµµικώς ανεξάρτητες και ας γράψουµε όπως προηγουµέ-

νως A
n×m

=
(
a
˜

1 · · · a
˜

k a
˜

k+1 · · · a
˜

m

)
= (A1

n×k
A2

n×(m−k)
) µε A1 =

(
a
˜

1 · · · a
˜

k

)
και A2 =

(
a
˜

k+1 · · · a
˜

m

)
. Ο A1

n×k
έχει k γραµµικώς ανεξάρτητες στήλες ενώ, για οποιοδήποτε j > k, ο πί-

νακας (A1 a
˜

j) έχει k +1 γραµµικώς εξαρτηµένες στήλες. Εποµένως το οµογενές σύστηµα A1x
˜

= 0
˜

έχει µόνο την τετριµµένη λύση ενώ το οµογενές σύστηµα (A1 a
˜

j)x
˜

= 0
˜

έχει και µη τετριµµένες

λύσεις. ΄Εστω B ο πίνακας που προκύπτει από την αµοιβαία εναλλαγή των γραµµών s και t του A.

Γράψτε και γι΄ αυτόν B
n×m

=
(
b
˜

1 · · · b
˜

k b
˜

k+1 · · · b
˜

m

)
= (B1

n×k
B2

n×(m−k)
) µε B1 =

(
b
˜

1 · · · b
˜

k

)

και B2 =
(
b
˜

k+1 · · · b
˜

m

)
. Προφανώς ο πίνακας B1 είναι ο πίνακας που παίρνουµε αν εναλ-

λάξουµε τις γραµµές s και t του A1 ενώ ο πίνακας (B1 b
˜

j) είναι ο πίνακας που παίρνουµε αν

εναλλάξουµε τις γραµµές s και t του (A1 a
˜

j). Ως εκ τούτου, τα οµογενή συστήµατα B1x
˜

= 0
˜

και A1x
˜

= 0
˜

είναι ισοδύναµα και τα οµογενή συστήµατα (B1 b
˜

j)x
˜

= 0
˜

και (A1 a
˜

j)x
˜

= 0
˜

είναι

ισοδύναµα. Εποµένως το σύστηµα B1x
˜

= 0
˜

έχει µόνο την τετριµµένη λύση, πράγµα που σηµαίνει

ότι οι στήλες του B1 είναι γραµµικώς ανεξάρτητες, ενώ το σύστηµα (B1 b
˜

j)x
˜

= 0
˜

έχει και µη

τετριµµένες λύσεις, πράγµα που σηµαίνει ότι οι στήλες του (B1 b
˜

j) είναι γραµµικώς εξαρτηµένες.

΄Αρα οι k πρώτες στήλες του B είναι γραµµικώς ανεξάρτητες και οποιαδήποτε άλλη στήλη του είναι

γραµµικώς εξαρτηµένη µε τις k πρώτες οπότε rank(B) = k = rank(A).

Αποτέλεσµα 10.3. ΄Εστω A
n×m

=

(
A1

A2

)

. Αν rank(A1) = m τότε rank(A) = m.

Απόδειξη. Αφού ο A1 έχει γραµµικώς ανεξάρτητες στήλες, το σύστηµα A1x
˜

= 0
˜

έχει µόνο την

τετριµµένη λύση: A1x
m̃×1

= 0
˜
⇔ x

˜
= 0

˜
. Θεωρήστε το σύστηµα A x

m̃×1

= 0
˜
. Επειδή Ax

˜
=

(
A1

A2

)

x
˜

=

(
A1x

˜A2x
˜

)

ϑα έχουµε

Ax
˜

= 0
˜
⇔
(

A1x
˜A2x
˜

)

=

(
0

0̃
˜

)

⇔ A1x
˜

= 0
˜

και A2x
˜

= 0
˜
⇔ x

˜
= 0

˜

(αφού A1x
˜

= 0
˜
⇔ x

˜
= 0

˜
). ΄Αρα το σύστηµα Ax

˜
= 0

˜
έχει µόνο την τετριµµένη λύση εποµένως

rank(A) = m.

Το Αποτέλεσµα 10.3 µας λέει ότι αν προσθέσουµε οποιοδήποτε πλήθος γραµµών σε έναν πίνακα

που έχει γραµµικώς ανεξάρτητες στήλες (όπως εδώ ο A1) ο πίνακας που προκύπτει (εδώ ο A) έχει

γραµµικώς ανεξάρτητες στήλες.

Στη συνέχεια ϑα δούµε µερικά σηµαντικά αποτελέσµατα για την τάξη πινάκων. Πρώτα ϑα

αποδείξουµε ότι οι τάξεις των A και A′ συµπίπτουν. Μια που ο A′ έχει στήλες τις γραµµές του A,

ϑα έχουµε δείξει ότι για κάθε πίνακα το πλήθος των γραµµικώς ανεξάρτητων στηλών είναι το ίδιο

µε το πλήθος των γραµµικώς ανεξάρτητων γραµµών του. Στη συνέχεια ϑα αποδείξουµε ότι και οι

τάξεις των πινάκων AA′ και A′A συµπίπτουν µε την τάξη του A. Τέλος ϑα δούµε σχέσεις µεταξύ

της τάξης πινάκων και της τάξης του αθροίσµατος και του γινοµένου τους.
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10.1 Για οποιαδήποτε n, m ισχύει rank( A
n×m

) = rank( A′

m×n

)

Θα αποδείξουµε αυτό που λέει ο τίτλος της υποενότητας σε τρία ϐήµατα : Πρώτα ϑα ϑεωρήσουµε

την περίπτωση όπου m = n και rank(A) = n, µετά την περίπτωση όπου m < n και rank(A) = m

και τέλος την γενική περίπτωση για οποιαδήποτε n,m. Ο λόγος που ϑα το κάνουµε αυτό είναι ότι

για την απόδειξη κάθε ϐήµατος ϑα χρησιµοποιούµε το προηγούµενο.

Αποτέλεσµα 10.4. Αν ο τετραγωνικός πίνακας A
n×n

έχει γραµµικώς ανεξάρτητες στήλες τότε και ο

A′
n×n

έχει γραµµικώς ανεξάρτητες στήλες.

Απόδειξη. Αφού ο A έχει γραµµικώς ανεξάρτητες στήλες, το οµογενές σύστηµα Ax
˜

= 0
˜

έχει µόνο

την τετριµµένη λύση πράγµα που σηµαίνει ότι |A| 6= 0 (µια και ο A είναι τετραγωνικός). Επειδή

|A′| = |A|, το οµογενές σύστηµα A′x
˜

= 0
˜

έχει επίσης µόνο την τετριµµένη λύση, άρα οι στήλες του

A′ είναι γραµµικώς ανεξάρτητες.

Αποτέλεσµα 10.5. ΄Εστω m < n. Αν ο A
n×m

έχει γραµµικώς ανεξάρτητες στήλες τότε ο A′
m×n

έχει

ακριβώς m γραµµικώς ανεξάρτητες στήλες.

Απόδειξη. Από την υπόθεση, ο A έχει m γραµµικώς ανεξάρτητες στήλες. ΄Εστω k το πλήθος των

γραµµικώς ανεξάρτητων στηλών του A′. Θα δείξουµε ότι k = m.

Κατ΄ αρχάς, αποκλείεται να ισχύει k > m γιατί οι στήλες του A′ είναι m-διάστατα διανύσµατα

και όπως ξέρουµε περισσότερα από m m-διάστατα διανύσµατα είναι γραµµικώς εξαρτηµένα. ΄Αρα

k 6 m. Για ευκολία και χωρίς ϐλάβη της γενικότητας ας υποθέσουµε ότι οι k γραµµικώς ανεξάρ-

τητες στήλες του A′ είναι οι k πρώτες του. (΄Ετσι κι αλλιώς, από το Αποτέλεσµα 10.2 ξέρουµε ότι

µπορούµε να κάνουµε όσες εναλλαγές γραµµών ή/και στηλών χρειαζόµαστε χωρίς να µεταβληθεί

η τάξη του A ή του A′.) ΄Εστω B1
m×k

ο πίνακας που αποτελείται από αυτές τις στήλες. Τότε, όπως

είδαµε και στην αρχή της ενότητας, ϑα υπάρχει πίνακας C
k×(n−k)

έτσι ώστε A′ = B1(Ik C) και

συνεπώς

A
n×m

= (A′)′ =
(
B1(Ik C)

)′
=

(
Ik

C ′

)

B′
1.

Από την υπόθεση οι στήλες του A είναι γραµµικώς ανεξάρτητες. Εποµένως, ϐάσει της παρατήρησης

µετά από το πλαίσιο στη σελίδα 67, οι στήλες του B1
k×m

′ ϑα πρέπει να είναι και αυτές γραµµικώς

ανεξάρτητες. ΄Οµως οι στήλες του B′
1 είναι m k-διάστατα διανύσµατα. Αφού είναι γραµµικώς

ανεξάρτητα ϑα πρέπει να ισχύει m 6 k αφού περισσότερα από k k-διάστατα διανύσµατα είναι

γραµµικώς εξαρτηµένα. Η περίπτωση m < k έχει αποκλειστεί στην αρχή της απόδειξης εποµένως

συµπεραίνουµε ότι k = m.

Αποτέλεσµα 10.6. Για οποιαδήποτε n και m: Αν ο A
n×m

έχει k γραµµικώς ανεξάρτητες στήλες και

ο A′
m×n

έχει ℓ γραµµικώς ανεξάρτητες στήλες τότε k = ℓ.

Απόδειξη. Η περίπτωση k = m έχει καλυφθεί από τα Αποτελέσµατα 10.4 (αν n = m) και 10.5 (αν

n > m). Επίσης, τα ίδια Αποτελέσµατα καλύπτουν και την περίπτωση ℓ = n: επειδή (A′)′ = A,

εφαρµόζοντάς τα µε τον A′ στη ϑέση του A παίρνουµε ότι ℓ = n συνεπάγεται k = n, εποµένως
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και σε αυτήν την περίπτωση έχουµε k = ℓ. Ας υποθέσουµε λοιπόν ότι k < m και ℓ < n. Για

ευκολία και χωρίς ϐλάβη της γενικότητας ϑα υποθέσουµε ότι οι k πρώτες στήλες του A είναι

γραµµικώς ανεξάρτητες και οι ℓ πρώτες στήλες του A′ είναι γραµµικώς ανεξάρτητες. (Αυτό µπορεί

να προκύψει µε κατάλληλες εναλλαγές των γραµµών και στηλών του A.) Ας γράψουµε τώρα A =

(A1 A2) = (A1 A1C) = A1(Ik C), όπου A1
n×k

είναι ο πίνακας µε τις k πρώτες στήλες του A. Τότε

A′ =

(
Ik

C ′

)

A1
k×n

′. Θέτοντας A′ = ( B1
m×ℓ

B2
m×(n−ℓ)

) (µε τον B1 να έχει γραµµικώς ανεξάρτητες στήλες)

και επίσης D =

(
Ik

C ′

)

, A′
1 = (A11

k×ℓ

′ A21
k×(n−ℓ)

′ ), παίρνουµε

A′ = (B1 B2) = D(A′
11 A′

21) = (DA′
11 DA′

21)

άρα B1 = DA′
11. Το γεγονός ότι ο B1 έχει γραµµικώς ανεξάρτητες στήλες συνεπάγεται το ίδιο

και για τον A′
11, άρα k > ℓ (αφού δεν µπορεί περισσότερα από k k-διάστατα διανύσµατα να είναι

γραµµικώς ανεξάρτητα). Αποδείξαµε λοιπόν ότι το πλήθος των γραµµικώς ανεξάρτητων στηλών του

A είναι τουλάχιστον όσο το πλήθος των γραµµικώς ανεξάρτητων στηλών του A′. Αλλάζοντας τον

ϱόλο των A και A′ (αφού (A′)′ = A), συµπεραίνουµε ότι το πλήθος των γραµµικώς ανεξάρτητων

στηλών του A′ είναι τουλάχιστον όσο το πλήθος των γραµµικώς ανεξάρτητων στηλών του A, δηλαδή

ℓ > k. ΄Οµως η ταυτόχρονη ισχύς των k > ℓ και ℓ > k συνεπάγεται ότι k = ℓ.

Αποδείξαµε λοιπόν ότι σε κάθε περίπτωση οι πίνακες A και A′ έχουν το ίδιο (µέγιστο) πλήθος

γραµµικώς ανεξάρτητων στηλών, δηλαδή ισχύει rank(A) = rank(A′). Εποµένως, η τάξη ενός

πίνακα δεν µπορεί να υπερβαίνει και το πλήθος των γραµµών του:

rank( A
n×m

) 6 min{n,m}.

Αν rank( A
n×m

) = min{n,m} τότε λέµε ότι ο A έχει πλήρη τάξη ή ότι είναι πλήρους τάξης.

Οι τετραγωνικοί πίνακες γνωρίζουµε ότι αντιστρέφονται αν και µόνον αν η ορίζουσά τους δεν

είναι µηδέν. Ξέρουµε επίσης ότι σε αυτήν την περίπτωση το αντίστοιχο οµογενές σύστηµα έχει

µόνο την τετριµµένη λύση. Εποµένως, οι στήλες (και οι γραµµές) ενός τετραγωνικού πίνακα είναι

γραµµικώς ανεξάρτητες, δηλαδή ο πίνακας είναι πλήρους τάξης, αν και µόνον αν αντιστρέφεται.

∆ηλαδή:

Ο πίνακας A
n×n

αντιστρέφεται ⇔ |A| 6= 0 ⇔ rank(A) = n.

Σηµείωση. Το γεγονός ότι rank( A
n×m

) = k < m σηµαίνει ότι µπορούµε να ϐρούµε ακριβώς k

στήλες του που να είναι γραµµικώς ανεξάρτητα n-διάστατα διανύσµατα µε τις υπόλοιπες m − k

να είναι γραµµικοί συνδυασµοί αυτών. ΄Οµως, αυτή η k-άδα γραµµικώς ανεξάρτητων στηλών δεν

είναι, γενικά, µοναδική. Για παράδειγµα, ϑεωρήστε τον πίνακα

(
1 0 1
0 1 2

)

. Οι δύο πρώτες στήλες

του, οι

(
1
0

)

και

(
0
1

)

, είναι γραµµικώς ανεξάρτητα διανύσµατα µια που ο 2 × 2 πίνακας που
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σχηµατίζουν είναι ο µοναδιαίος που έχει ορίζουσα ίση µε 1 6= 0. Η τρίτη στήλη είναι γραµµικός

συνδυασµός τους :
(

1
2

)

= 1

(
1
0

)

+ 2

(
0
1

)

Είναι όµως εύκολο να δούµε ότι και οι στήλες

(
1
0

)

και

(
1
2

)

είναι γραµµικώς ανεξάρτητα διανύ-

σµατα : η ορίζουσα του πίνακα που σχηµατίζουν ισούται µε 2 6= 0. Η στήλη που αποµένει είναι

γραµµικός συνδυασµός τους :

(
0
1

)

= (−1/2)

(
1
0

)

+ (1/2)

(
1
2

)

Το ίδιο ισχύει και για τις στήλες

(
0
1

)

και

(
1
2

)

(η ορίζουσα εδώ ισούται µε −1 6= 0). Είναι

γραµµικώς ανεξάρτητες και η άλλη είναι γραµµικός συνδυασµός τους.

10.2 Για οποιαδήποτε n, m έχουµε rank( A
n×m

) = rank(A′A
m×m

) = rank(AA′

n×n

)

Η απόδειξη του ισχυρισµού που είναι και ο τίτλος αυτής της υποενότητας ϑα γίνει επίσης σε τρία

ϐήµατα.

Αποτέλεσµα 10.7. ΄Εστω m 6 n. Αν rank( A
n×m

) = m τότε rank(A′A
m×m

) = m.

Απόδειξη. Θα δείξουµε ότι το οµογενές σύστηµα (A′A)x
˜

= 0
˜

έχει µόνο την τετριµµένη λύση και

έτσι ϑα συµπεράνουµε ότι οι στήλες του πίνακα A′A είναι γραµµικώς ανεξάρτητες.

Αφού rank( A
n×m

) = m, ο A έχει γραµµικώς ανεξάρτητες στήλες εποµένως το οµογενές σύστηµα

Ax
˜

= 0
˜

έχει µόνο την τετριµµένη λύση: Ax
˜

= 0
˜
⇔ x

˜
= 0

˜
. ΄Εστω τώρα x

˜
µία λύση του συστήµατος

(A′A)x
˜

= 0
˜
. Τότε,

0 = x
˜
′0
˜

= x
˜
′(A′Ax

˜
) = (x

˜
′A′)(Ax

˜
) = (Ax

˜
)′(Ax

˜
) = ‖Ax

˜
‖2.

΄Οπως ξέρουµε, το µήκος ενός διανύσµατος είναι 0 αν και µόνον αν αυτό είναι το µηδενικό διάνυ-

σµα. Εποµένως εδώ, A′Ax
˜

= 0
˜
⇔ Ax

˜
= 0

˜
που συνεπάγεται ότι x

˜
= 0

˜
.

Αποτέλεσµα 10.8. Αν rank( A
n×m

) = k < m τότε rank(A′A
m×m

) = k.

Απόδειξη. Αν k = 0 τότε (και µόνον τότε) ο A είναι ο µηδενικός πίνακας O
n×m

εποµένως A′A =

O′O = O
m×m

που επίσης έχει τάξη 0, άρα για k = 0 ο ισχυρισµός όντως ισχύει. ΄Εστω τώρα k > 1.

Θα υποθέσουµε για ευκολία και χωρίς ϐλάβη της γενικότητας ότι οι k πρώτες στήλες του A είναι

γραµµικώς ανεξάρτητες. Τότε,

A = (A1
n×k

A2
n×(m−k)

) = (A1 A1C)

και

A′A
m×m

= A′(A1 A1C) = (A′A1
m×k

A′A1C
m×(m−k)

)
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που σηµαίνει ότι οι m−k τελευταίες στήλες του A′A είναι γραµµικοί συνδυασµοί των k πρώτων. ΄Αρα

rank(A′A) = rank(A′A1) 6 k, δηλαδή το πολύ k από τις στήλες του είναι γραµµικώς ανεξάρτητες.

΄Οµως,

A′A1 =

(
A′

1

A′
2

)

A1 =

(
A′

1A1

A′
2A1

)

.

Αφού rank(A1
n×k

) = k, από το Αποτέλεσµα 10.7 έχουµε ότι rank(A′
1A1) = k. Από την παραπάνω

σχέση ϐλέπουµε ότι ο A′A1 είναι ένας πίνακας που προκύπτει προσθέτοντας γραµµές κάτω από

τον A′
1A1 ο οποίος έχει γραµµικώς ανεξάρτητες στήλες. Εποµένως, από το Αποτέλεσµα 10.3, και

ο A′A1
m×k

έχει γραµµικώς ανεξάρτητες στήλες που σηµαίνει ότι η τάξη του (που είναι και τάξη του

A′A) ισούται µε k.

Αποτέλεσµα 10.9. Αν rank( A
n×m

) = k 6 min{n,m} τότε rank(AA′
n×n

) = k.

Απόδειξη. Στα Αποτελέσµατα 10.7 και 10.8 αποδείξαµε ότι ο A′A έχει την ίδια τάξη µε τον A,

οποιαδήποτε και αν είναι αυτή. Εφαρµόζοντάς τα στον πίνακα A′ αντί για τον A παίρνουµε ότι ο

(A′)′A′ = AA′ έχει την ίδια τάξη µε τον A′ και συνεπώς µε τον A αφού ο A και ο A′ έχουν την ίδια

τάξη.

Εποµένως :

Για κάθε πίνακα A ισχύει rank(A) = rank(A′) = rank(A′A) = rank(AA′).

΄Οπως είδαµε, αν ο A έχει διαστάσεις n×m τότε η τάξη του είναι το πολύ min{n,m}. Εποµένως

η τάξη των πινάκων AA′
n×n

και A′A
m×m

, που είναι ίδια µε αυτήν του A, είναι το πολύ min{n,m}. Για

παράδειγµα αν ο A έχει διαστάσεις 3 × 12 τότε rank(AA′
3×3

) 6 3 και rank( A′A
12×12

) 6 3.

΄Οπως είπαµε νωρίτερα, κάθε µη µηδενικό διάνυσµα είναι ένας πίνακας τάξης 1. Εποµένως,

αν x
˜

= (x1, . . . , xn)′ 6= 0
˜

τότε ο πίνακας

x
˜
x
˜
′

n×n

=








x1

x2
...

xn








(
x1 x2 · · · xn

)
=








x2
1 x1x2 · · · x1xn

x1x2 x2
2 · · · x2xn

...
...

. . .
...

x1xn x2xn · · · x2
n








έχει επίσης τάξη 1.

10.3 Εύρεση της τάξης πίνακα µέσω απαλοιφής Gauss

Η απαλοιφή Gauss µπορεί να µας ϐοηθήσει να ϐρούµε εύκολα την τάξη ενός πίνακα: Η τάξη

ισούται µε το πλήθος των µη µηδενικών γραµµών στην ισοδύναµη µε αυτόν µορφή echelon. Για

να το αποδείξουµε αυτό ϑα χρειαστούµε µία σειρά αποτελεσµάτων.

Αποτέλεσµα 10.10. Ο πολλαπλασιασµός ενός πίνακα είτε από αριστερά είτε από δεξιά µε έναν

αντιστρέψιµο πίνακα δεν µεταβάλλει την τάξη του.
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Απόδειξη. ΄Εστω rank( A
n×m

) = k και B
n×n

ένας αντιστρέψιµος πίνακας. Ας υποθέσουµε χωρίς

ϐλάβη της γενικότητας ότι οι πρώτες k στήλες του A είναι γραµµικώς ανεξάρτητες και ας γράψουµε

A = (A1
n×k

A2
n×(m−k)

) = (A1 A1C), όπως κάναµε στην αρχή της ενότητας. Τότε,

BA = B(A1 A1C) = (BA1 B(A1C)) = (BA1
n×k

(BA1)C
n×(m−k)

)

Από το Αποτέλεσµα 10.1 οι k στήλες του BA1 είναι γραµµικώς ανεξάρτητες µια και είναι το

γινόµενο δύο πινάκων που έχουν γραµµικώς ανεξάρτητες στήλες : του B που είναι αντιστρέψιµος

(άρα έχει γραµµικώς ανεξάρτητες στήλες) και του A1. Οι υπόλοιπες στήλες του BA είναι στο

µπλοκ (BA1)C που σηµαίνει ότι είναι γραµµικοί συνδυασµοί των στηλών του BA1. Εποµένως,

rank(BA) = rank(BA1) = k = rank(A),

δηλαδή πολλαπλασιασµός ενός πίνακα από αριστερά µε έναν αντιστρέψιµο πίνακα δεν µεταβάλλει

την τάξη του.

΄Εστω τώρα D
m×m

ένας αντιστρέψιµος πίνακας. Αφού (α) ο D′ είναι επίσης αντιστρέψιµος, (ϐ)

ο ανάστροφος ενός πίνακα έχει την ίδια τάξη µε τον πίνακα και (γ) πολλαπλασιασµός ενός πίνακα

από αριστερά µε έναν αντιστρέψιµο πίνακα δεν µεταβάλλει την τάξη του, ϑα έχουµε

rank(AD) = rank((AD)′) = rank(D′A′) = rank(A′) = rank(A)

που σηµαίνει ότι ο πολλαπλασιασµός ενός πίνακα από δεξιά µε έναν αντιστρέψιµο πίνακα δεν

µεταβάλλει την τάξη του.

Αποτέλεσµα 10.11. Σε κάθε ϐήµα της απαλοιφής Gauss παίρνουµε έναν πίνακα που έχει ίδια

τάξη µε τον αρχικό.

«Απόδειξη». Θα δείξουµε (για να είµαι ακριβής, εσείς ϑα δείξετε, γι΄ αυτό και τη λέξη Απόδειξη την

έβαλα σε εισαγωγικά) ότι ο πίνακας που παίρνουµε εφαρµόζοντας έναν από τους µετασχηµατισµούς

της απαλοιφής Gauss (δηλαδή εναλλαγή γραµµών, πολλαπλασιασµό γραµµής µε κάποιον µη

µηδενικό αριθµό, πρόσθεση σε µία γραµµή ενός πολλαπλασίου µίας άλλης) είναι το γινόµενο ενός

αντιστρέψιµου πίνακα επί τον πίνακα που έχουµε εκείνη τη στιγµή. Από το Αποτέλεσµα 10.10

αυτό σηµαίνει ότι η τάξη των πινάκων που παίρνουµε σε όλα τα ϐήµατα της απαλοιφής Gauss

παραµένει αµετάβλητη δηλαδή είναι ίδια µε του αρχικού.

• ΄Εστω B1 ο πίνακας που προκύπτει από την εναλλαγή των γραµµών i και j του A
n×m

και E1

ο πίνακας που προκύπτει από την εναλλαγή των γραµµών i και j του µοναδιαίου πίνακα

In. Τότε ισχύει B1 = E1A (δείξτε το). Επειδή ο E1 είναι αντιστρέψιµος (γιατί η ορίζουσά

του ισούται µε −1 µια και ο E1 έχει προκύψει µε εναλλαγή γραµµών από τον In που έχει

ορίζουσα 1) από το Αποτέλεσµα 10.10 έχουµε rank(B1) = rank(A).

• ΄Εστω B2 ο πίνακας που προκύπτει πολλαπλασιάζοντας την γραµµή i του A
n×m

επί λ 6= 0 και

E2 ο πίνακας που προκύπτει πολλαπλασιάζοντας την γραµµή i του In επί λ. Τότε ισχύει

B2 = E2A (δείξτε το). Επειδή ο E2 είναι αντιστρέψιµος (είναι διαγώνιος και η ορίζουσά του

ισούται µε λ 6= 0) από το Αποτέλεσµα 10.10 έχουµε rank(B2) = rank(A).
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• ΄Εστω B3 ο πίνακας που προκύπτει προσθέτοντας στην γραµµή i του A
n×m

την γραµµή j

πολλαπλασιασµένη επί λ και E3 ο πίνακας που προκύπτει προσθέτοντας στην γραµµή i του

In την γραµµή j πολλαπλασιασµένη επί λ. Τότε ισχύει B3 = E3A (δείξτε το). Επειδή ο E3

είναι αντιστρέψιµος (είναι άνω ή κάτω τριγωνικός και η ορίζουσά του ισούται µε 1) από το

Αποτέλεσµα 10.10 έχουµε rank(B3) = rank(A).

Αποτέλεσµα 10.12. Η τάξη ενός πίνακα διαστάσεων n × m που είναι σε µορφή echelon ισούται

µε το πλήθος των µη µηδενικών γραµµών του.

Απόδειξη. ΄Εστω k το πλήθος των µη µηδενικών γραµ-

µών ενός πίνακα E
n×m

που είναι σε µορφή echelon.

Αφού ο E είναι σε µορφή echelon, το πρώτο µη µηδενι-

κό στοιχείο κάθε µίας από τις k µη µηδενικές γραµµές

του είναι 1 και τα υπόλοιπα στοιχεία της στήλης του

είναι µηδέν. Παρατηρήστε ότι κάθε τέτοια στήλη είναι

και µία διαφορετική στήλη του In. Εποµένως ο πίνακας

περιέχει ακριβώς k από τις στήλες του µοναδιαίου πί-

νακα In. (∆είτε και το παράδειγµα στο πλαίσιο δεξιά.)

Οι συγκεκριµένες στήλες είναι γραµµικώς ανεξάρτητες

αφού είναι υποσύνολο των στηλών του µοναδιαίου πίνα-

Ο παρακάτω πίνακας διαστάσεων 4 × 5
που ϐρίσκεται σε µορφή echelon έχει
τρεις µη µηδενικές γραµµές και οι στή-
λες που ϐρίσκονται τα πρώτα 1 των µη
µηδενικών γραµµών είναι τρεις διαφο-
ϱετικές στήλες του µοναδιαίου I4.







1 0 1 −1 0
0 1 0 2 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0







Κάθε µία από τις υπόλοιπες στήλες του
µπορεί να γραφεί ως γραµµικός συνδυα-
σµός των τριών στηλών του I4.

κα που είναι γραµµικώς ανεξάρτητες µια και ο µοναδιαίος είναι αντιστρέψιµος, εποµένως rank(E) >

k. Κάθε µία από τις υπόλοιπες m − k στήλες του E µπορεί να γραφεί ως γραµµικός συνδυασµός

των k στηλών του µοναδιαίου, εποµένως η τάξη του E είναι ακριβώς k, όσες δηλαδή και οι µη

µηδενικές γραµµές του. �

Από την παραπάνω απόδειξη είναι σαφές ότι το Αποτέλεσµα 10.12 είναι ισοδύναµο µε το εξής :

Αποτέλεσµα 10.13. Η τάξη ενός πίνακα διαστάσεων n × m που είναι σε µορφή echelon ισούται

µε το πλήθος των διαφορετικών στηλών του µοναδιαίου πίνακα In που περιέχονται σε αυτόν.

Συνδυάζοντας τα Αποτελέσµατα 10.11 και 10.12 παίρνουµε το ακόλουθο :

Αποτέλεσµα 10.14. Η τάξη ενός πίνακα ισούται µε το πλήθος των µη µηδενικών γραµµών της

ισοδύναµης µε αυτόν µορφής echelon που προκύπτει από την απαλοιφή Gauss.

∆είξτε εσείς ότι το Αποτέλεσµα 10.14 συνεπάγεται ότι

Αποτέλεσµα 10.15. Η τάξη ενός διαγώνιου πίνακα ισούται µε το πλήθος των µη µηδενικών

στοιχείων του.

Από την ισοδύναµη µορφή echelon ενός πίνακα µπορούµε να εντοπίσουµε και γραµµικώς

ανεξάρτητες στήλες του:

Αποτέλεσµα 10.16. ΄Εστω rank( A
n×m

) = k. Οι στήλες του A που καταλήγουν στις k διαφορετικές

στήλες του In στην ισοδύναµη µορφή echelon είναι γραµµικώς ανεξάρτητες.
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Απόδειξη. ΄Εστω A1
n×k

ο πίνακας που αποτελείται από τις k στήλες που καταλήγουν στις διαφορετικές

στήλες του In. Ο ισχυρισµός είναι αληθής αφού αν εφαρµόζαµε απαλοιφή Gauss στον A1 ϑα

καταλήγαµε στις συγκεκριµένες k στήλες του In.

Για παράδειγµα, αν µετά από την απαλοιφή Gauss ενός πίνακα διαστάσεων 5× 6 καταλήγαµε

στον πίνακα E =









1 0 −2 0 1 0
0 1 −1 0 3 1
0 0 0 1 1/2 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0









, τότε τόσο ο αρχικός πίνακας όσο και ο E έχουν τάξη

3 γιατί ο E έχει τρεις µη µηδενικές γραµµές. Τρεις γραµµικώς ανεξάρτητες στήλες του αρχικού

πίνακα είναι η πρώτη, η δεύτερη και η τέταρτη, µια και αυτές καταλήγουν στις τρεις διαφορετικές

στήλες του I5. Επίσης, τρεις άλλες γραµµικώς ανεξάρτητες στήλες του αρχικού πίνακα είναι η

πρώτη, η τέταρτη και η έκτη, µια και αυτές είναι τρεις διαφορετικές στήλες του I5.

Θεωρήστε τους ακόλουθους πίνακες :

C =







−1 1 3 −4 −4
2 1 0 2 1
0 −3 −6 6 5
1 1 1 0 −3







, D =







5 −1 0 2 −1 1
2 0 1 5 0 −2
0 −2 1 0 2 0
2 2 0 −1 −2 2







Εφαρµόζοντας απαλοιφή Gauss δείξτε ότι rank(C) = 3, rank(D) = 4 και ϐρείτε τρεις και τέσσερεις

γραµµικώς ανεξάρτητες στήλες τους, αντίστοιχα. Υπολογίστε επίσης τους πίνακες CC ′ και D′D

και εφαρµόζοντας απαλοιφή Gauss σε αυτούς διαπιστώστε ότι rank(CC ′) = 3, rank(D′D) = 4.

10.4 Η τάξη αθροισµάτων και γινοµένων πινάκων

Αποτέλεσµα 10.17. Για οποιουσδήποτε πίνακες A
n×m

, B
m×k

ισχύει

rank(AB) 6 min{rank(A), rank(B)}.

(Η σχέση rank(AB) 6 min{rank(A), rank(B)} σηµαίνει ότι rank(AB) 6 rank(A) και rank(AB) 6

rank(B). Εποµένως ο παραπάνω ισχυρισµός λέει ότι η τάξη του γινοµένου δύο πινάκων δεν ξεπερνάει

την τάξη κανενός από τους δύο πίνακες.)

Απόδειξη. Θα δείξουµε πρώτα ότι rank(AB) 6 rank(B). Σε περίπτωση που rank(B) = k (αν

δηλαδή ο B έχει γραµµικώς ανεξάρτητες στήλες) τότε προφανώς rank(AB
n×k

) 6 k = rank(B). ΄Εστω

τώρα rank(B) = ℓ < k. Ας υποθέσουµε χωρίς ϐλάβη της γενικότητας ότι οι ℓ πρώτες στήλες του B

είναι γραµµικώς ανεξάρτητες και ας γράψουµε B
m×k

= ( B1
m×ℓ

B2
m×(k−ℓ)

) = (B1 B1C). Τότε

AB = A(B1 B1C) = (AB1
n×ℓ

AB1C
n×(k−ℓ)

)

που σηµαίνει ότι οι τελευταίες k − ℓ στήλες του AB είναι γραµµικοί συνδυασµοί των ℓ πρώτων.

Εποµένως ο AB δεν µπορεί να έχει περισσότερες γραµµικώς ανεξάρτητες στήλες από όσες ο AB1

που έχει ℓ, δηλαδή rank(AB) 6 ℓ = rank(B).
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Για να δείξουµε ότι rank(AB) 6 rank(A) ϑεωρούµε τον ανάστροφό του, (AB)′ = B′A′. Εφαρ-

µόζοντας το προηγούµενο στον πίνακα B′A′ συµπεραίνουµε ότι rank(B′A′) 6 rank(A′), εποµένως

rank(AB) = rank(B′A′) 6 rank(A′) = rank(A).

Αποτέλεσµα 10.18. Για οποιουσδήποτε πίνακες A
n×m

, B
n×m

ισχύει

rank(A + B) 6 rank(A) + rank(B).

Την απόδειξη του Αποτελέσµατος 10.18 ϑα την κάνουµε σε επόµενη ενότητα.

11 ∆ιανυσµατικοί χώροι

΄Εστω V ένα µη κενό σύνολο διανυσµάτων του R
n για κάποιο n > 1. Το σύνολο V καλείται

διανυσµατικός χώρος αν για οποιαδήποτε u
˜
, v
˜
∈ V και λ, µ ∈ R ισχύει λu

˜
+ µv

˜
∈ V.

΄Εστω V ένας διανυσµατικός χώρος. Από τον ορισµό προκύπτουν τα εξής :

• Κάθε διανυσµατικός χώρος περιέχει το διάνυσµα 0
˜
.

Πράγµατι, παίρνοντας ένα οποιοδήποτε u
˜

∈ V και ϑέτοντας v
˜

= u
˜

και µ = −λ, από τον

ορισµό παίρνουµε ότι το λu
˜

+ µv
˜

= λu
˜
− λu

˜
= 0

˜
ανήκει στο σύνολο V.

• ΄Ολα τα πολλαπλάσια ενός διανύσµατος του V ανήκουν στο V.

Πράγµατι, παίρνοντας ένα οποιοδήποτε u
˜
∈ V και ϑέτοντας v

˜
= 0

˜
συµπεραίνουµε ότι για

κάθε λ ∈ R το λu
˜

= λu
˜

+ µ0
˜

ανήκει στο V.

• Αν v
˜

1, v
˜

2, . . . , v
˜

m ∈ V και c1, c2, . . . , cm ∈ R τότε το διάνυσµα c1v
˜

1 + c2v
˜

2 + · · · + cmv
˜

m

ανήκει στο V.

Για να το δούµε αυτό, κατ΄ αρχάς παρατηρούµε ότι το c1v
˜

1 + c2v
˜

2 ανήκει στο V. Αυτό

συνεπάγεται ότι το (c1v
˜

1 + c2v
˜

2) + c3v
˜

3 = c1v
˜

1 + c2v
˜

2 + c3v
˜

3 ανήκει επίσης στο V. Αυτό

συνεπάγεται ότι το (c1v
˜

1 + c2v
˜

2 + c3v
˜

3) + c4v
˜

4 = c1v
˜

1 + c2v
˜

2 + c3v
˜

3 + c4v
˜

4 ανήκει επίσης

στο V κ.ο.κ. µέχρι να ϕτάσουµε στο m.

Εποµένως, ένα σύνολο διανυσµάτων είναι διανυσµατικός χώρος αν περιέχει όλους τους δυνα-

τούς γραµµικούς συνδυασµούς των στοιχείων του.

Το σύνολο R
n είναι ένας διανυσµατικός χώρος µια και αν x

˜
, y
˜
∈ R

n τότε λx
˜

+ µy
˜
∈ R

n για

κάθε λ, µ ∈ R.

Το σύνολο που περιέχει µόνο το 0
˜n×1

είναι ένας διανυσµατικός χώρος.

Το σύνολο που αποτελείται από τα πολλαπλάσια ενός διανύσµατος είναι ένας διανυσµατικός

χώρος. Πράγµατι, έστω V το σύνολο που αποτελείται από τα πολλαπλάσια του διανύσµατος v
˜
.

Αν x
˜
, y
˜

∈ V, αν δηλαδή x
˜

= cv
˜
, y
˜

= dv
˜

για κάποια c, d ∈ R, και λ, µ ∈ R τότε λx
˜

+ µy
˜

=

λ(cv
˜
) + µ(dv

˜
) = (λc + µd)v

˜
δηλαδή είναι ένα πολλαπλάσιο του v

˜
άρα ανήκει στο V.

Το σύνολο των λύσεων ενός οµογενούς γραµµικού συστήµατος είναι ένας διανυσµατικός χώρος.

Πράγµατι, ϑεωρήστε το οµογενές γραµµικό σύστηµα A
n×m

x
˜

= 0
˜
. Αν x

˜
, y
˜

είναι λύσεις του συστήµα-

τος, δηλαδή αν ισχύει Ax
˜

= 0
˜
, Ay

˜
= 0

˜
, τότε για οποιαδήποτε λ, µ ∈ R το λx

˜
+ µy

˜
είναι επίσης

λύση του συστήµατος αφού A(λx
˜

+ µy
˜
) = λAx

˜
+ µAy

˜
= 0

˜
.
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Το σύνολο όλων των διανυσµάτων που είναι κάθετα στα διανύσµατα v
˜

1, . . . , v
˜

m είναι ένας δια-

νυσµατικός χώρος. Πράγµατι, αν x
˜
, y
˜

είναι διανύσµατα που είναι κάθετα στα v
˜

1, . . . , v
˜

m, δηλαδή

αν x
˜
′v
˜

j = y
˜

′v
˜

j = 0 για j = 1, . . . ,m, και λ, µ ∈ R τότε το διάνυσµα λx
˜

+ µy
˜

είναι επίσης κάθετο

στα v
˜

1, . . . , v
˜

m αφού (λx
˜

+ µy
˜
)′v
˜

j = λx
˜
′v
˜

j + µy
˜

′v
˜

j = 0, για j = 1, . . . ,m.

11.1 Υπόχωρος διανυσµατικού χώρου

΄Ενα υποσύνολο ενός διανυσµατικού χώρου λέµε ότι είναι υπόχωρός του αν είναι και αυτό ένας

διανυσµατικός χώρος.

Αφού κάθε σύνολο είναι υποσύνολο του εαυτού του, ένας διανυσµατικός χώρος είναι υπόχωρος

του εαυτού του.

Αν ένας διανυσµατικός χώρος είναι υποσύνολο του R
n τότε είναι υπόχωρος του R

n.

Το µονοσύνολο { 0
˜n×1

} είναι υπόχωρος του R
n.

Το σύνολο των λύσεων ενός οµογενούς συστήµατος n εξισώσεων µε m αγνώστους είναι υπόχωρος

του R
m µια και προφανώς είναι υποσύνολό του και, όπως δείξαµε νωρίτερα, είναι διανυσµατικός

χώρος.

΄Εστω διανύσµατα v
˜

1, . . . , v
˜

m ∈ R
n. Το σύνολο των διανυσµάτων του R

n που είναι κάθετα

στα v
˜

1, . . . , v
˜

m είναι ένας υπόχωρος του R
n µια και προφανώς είναι υποσύνολό του και, όπως

δείξαµε νωρίτερα, είναι διανυσµατικός χώρος. (Παρατηρήστε ότι το συγκεκριµένο σύνολο είναι το

σύνολο των λύσεων του οµογενούς συστήµατος µε πίνακα συντελεστών των αγνώστων τον πίνακα

διαστάσεων m × n µε γραµµές v
˜
′
1, . . . , v

˜
′
m και εποµένως το παράδειγµα αυτό συµπίπτει µε το

αµέσως προηγούµενο µε αλλαγµένους τους ϱόλους των n και m.)

Το σύνολο V = {x
˜

= (x1, x2, x3)
′ µε x3 = 0} είναι υπόχωρος του R

3. Πράγµατι, το V είναι

προφανώς υποσύνολο του R
3 και αν x

˜
= (x1, x2, 0)

′, y
˜

= (y1, y2, 0)
′ δύο οποιαδήποτε διανύσµατα

του V και λ, µ ∈ R τότε λx
˜

+ µy
˜

= λ(x1, x2, 0)
′ + µ(y1, y2, 0)

′ = (λx1 + µy1, λx2 + µy2, 0)
′ ∈ V,

άρα είναι και διανυσµατικός χώρος.

11.2 ∆ιανυσµατικοί χώροι που παράγονται από σύνολα διανυσµάτων

΄Εστω διανύσµατα v
˜

1, . . . , v
˜

m ∈ R
n και

V = {w
˜
∈ R

n : w
˜

= c1v
˜

1 + · · · + cmv
˜

m, µε c1, . . . , cm ∈ R}

το σύνολο όλων των γραµµικών συνδυασµών τους. Το σύνολο V είναι ένας διανυσµατικός χώρος,

υπόχωρος του R
n. Πράγµατι, είναι υποσύνολο του R

n και αν w
˜

, z
˜
∈ V, λ, µ ∈ R τότε λw

˜
+µz

˜
∈ V.

Για να το δείτε αυτό παρατηρήστε ότι αφού w
˜

, z
˜
∈ V ϑα υπάρχουν c1, . . . , cm, d1, . . . , dm ∈ R τέτοια

ώστε w
˜

= c1v
˜

1 + · · · + cmv
˜

m και z
˜

= d1v
˜

1 + · · · + dmv
˜

m. Τότε,

λw
˜

+ µz
˜

= λ(c1v
˜

1 + · · ·+ cmv
˜

m) + µ(d1v
˜

1 + · · ·+ dmv
˜

m) = (λc1 + µd1)v
˜

1 + · · ·+ (λcm + µdm)v
˜

m

δηλαδή το λw
˜

+ µz
˜

είναι γραµµικός συνδυασµός των v
˜

1, . . . , v
˜

m εποµένως ανήκει στο V.

Ο διανυσµατικός χώρος V καλείται «ο διανυσµατικός χώρος που παράγεται (ή γεννιέται) από
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τα διανύσµατα v
˜

1, . . . , v
˜

m». Θα τον συµβολίζουµε µε span(v
˜

1, . . . , v
˜

m).

Αφού c1v
˜

1 + · · ·+ cmv
˜

m = V c
˜

όπου V ο πίνακας µε στήλες τα v
˜

1, . . . , v
˜

m και c
˜

= (c1, . . . , cm)′,

είναι ϕανερό ότι ο χώρος V αποτελείται από όλα τα διανύσµατα που µπορούν να γραφούν ως V c
˜

µε c
˜
∈ R

m. Εποµένως,

το διάνυσµα w
˜

ανήκει στον χώρο

που παράγουν οι στήλες του πίνακα V
⇔ το γραµµικό σύστηµα V x

˜
= w

˜
έχει λύση.

(Η λύση του συστήµατος V x
˜

= w
˜

δεν είναι απαραίτητο να είναι µοναδική.)

΄Ενα µη µηδενικό διάνυσµα v
˜
∈ R

n παράγει έναν χώρο που γεωµετρικά είναι µία ευθεία που

περνάει από το 0
˜
. Πράγµατι, ο χώρος που παράγεται µόνο από το v

˜
είναι το σύνολο

span(v
˜
) = {w

˜
∈ R

n : w
˜

= c v
˜
, µε c ∈ R},

δηλαδή όλα τα πολλαπλάσια του v
˜

. Εποµένως τα διανύσµατα του χώρου που παράγεται από το v
˜

είναι ακριβώς όσα διανύσµατα έχουν τον ίδιο ϕορέα µε το v
˜
.

Τα διανύσµατα (1, 0)′, (0, 1)′ ∈ R
2 (δηλαδή οι στήλες του µοναδιαίου πίνακα I2) παράγουν το

R
2. Πράγµατι κάθε w

˜
= (w1, w2)

′ ∈ R
2 είναι γραµµικός συνδυασµός τους :

w
˜

=

(
w1

w2

)

= w1

(
1
0

)

+ w2

(
0
1

)

(⇔ w
˜

= I2w
˜

)

΄Οµοια, τα διανύσµατα (1, 0, 0)′, (0, 1, 0)′ , (0, 0, 1)′ ∈ R
3 (δηλαδή οι στήλες του µοναδιαίου πίνακα

I3) παράγουν τον R
3 αφού για κάθε w

˜
= (w1, w2, w3)

′ ∈ R
3 ισχύει

w
˜

=





w1

w2

w3



 = w1





1
0
0



+ w2





0
1
0



+ w3





0
0
1



 (⇔ w
˜

= I3w
˜

)

Γενικά, τα διανύσµατα-στήλες του µοναδιαίου πίνακα τάξης n παράγουν τον R
n αφού για κάθε

w
˜

= (w1, . . . , wn)′ ∈ R
n ισχύει

w
˜

=






w1
...

wn




 = w1








1
0
...

0








+ · · · + wn








0
...

0
1








(⇔ w
˜

= Inw
˜

)

΄Ενας χώρος δεν παράγεται από ένα µόνο σύνολο διανυσµάτων όπως µπορούµε να δούµε από

το επόµενο αποτέλεσµα.

Αποτέλεσµα 11.1. Αν οι στήλες του πίνακα V
n×m

παράγουν τον χώρο V και B
m×m

είναι ένας

οποιοσδήποτε αντιστρέψιµος πίνακας τότε ο V παράγεται και από τις στήλες του πίνακα V B.

Απόδειξη. Παρατηρήστε πρώτα ότι για οποιοδήποτε c
˜

= (c1, . . . , cm)′ ισχύει V c
˜

= (V B)(B−1c
˜
).

Εποµένως αν w
˜

= V c
˜

τότε w
˜

= (V B)d
˜

µε d
˜

= B−1c
˜
. Αντίστροφα, αν w

˜
= (V B)d

˜
τότε w

˜
= V c

˜
µε

c
˜

= Bd
˜

. Εποµένως ένα διάνυσµα γράφεται ως γραµµικός συνδυασµός των στηλών του V αν και

µόνον αν γράφεται ως γραµµικός συνδυασµός των στηλών του V B. Συνεπώς οι στήλες του V και

οι στήλες του V B παράγουν τον ίδιο χώρο.
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Αποτέλεσµα 11.2. ΄Εστω V = span(v
˜

1, . . . , v
˜

m). ΄Εστω επίσης w
˜

1, . . . , w
˜

k γραµµικώς ανεξάρτητα

διανύσµατα του V. Τότε ισχύουν τα εξής :

(α) k 6 m και

(ϐ) αν k = m τότε τα w
˜

1, . . . , w
˜

m παράγουν επίσης τον V.

(Με απλά λόγια : Αν ένας χώρος παράγεται από m διανύσµατα τότε δεν µπορούµε να ϐρούµε περισσότερα

από m γραµµικώς ανεξάρτητα διανύσµατα µέσα σε αυτόν· και αν υπάρχουν m γραµµικώς ανεξάρτητα

διανύσµατα στον χώρο τότε τον παράγουν και αυτά.)

Απόδειξη. ΄Εστω V =
(
v
˜

1 · · · v
˜

m

)
ο πίνακας µε στήλες τα v

˜
1, . . . , v

˜
m και W =

(
w
˜

1 · · · w
˜

k

)

ο πίνακας µε στήλες τα w
˜

1, . . . , w
˜

k. Αφού τα w
˜

i, i = 1, . . . , k, ανήκουν στον V ϑα υπάρχουν

διανύσµατα c
˜

1, . . . , c
˜

k ∈ R
m έτσι ώστε w

˜
i = V c

˜
i (τα c

˜
i είναι λύσεις των γραµµικών συστηµάτων

V x
˜

= w
˜

i, i = 1, . . . ,m). Εποµένως,

W =
(
w
˜

1 · · · w
˜

k

)
=
(
V c
˜

1 · · · V c
˜

k

)
= V

(
c
˜

1 · · · c
˜

k

)
= V C

m×k

όπου C =
(
c
˜

1 · · · c
˜

k

)
. Βάσει της παρατήρησης µετά από το πλαίσιο στη σελίδα 67, το ότι

ο W = V C έχει γραµµικώς ανεξάρτητες στήλες συνεπάγεται ότι ο C έχει επίσης γραµµικώς

ανεξάρτητες στήλες. Οι k στήλες του C είναι m-διάστατα διανύσµατα και, όπως γνωρίζουµε,

περισσότερα από m m-διάστατα διανύσµατα δεν µπορεί να είναι γραµµικώς ανεξάρτητα. Εποµένως

ισχύει k 6 m. Επίσης, αν ισχύει k = m τότε ο C
m×m

έχει γραµµικώς ανεξάρτητες στήλες άρα είναι

αντιστρέψιµος (αφού είναι τετραγωνικός). Εποµένως, ϐάσει του Αποτελέσµατος 11.1, οι στήλες

των πινάκων V και W = V C παράγουν τον ίδιο χώρο, δηλαδή τον V.

11.3 Βάση και διάσταση διανυσµατικού χώρου

΄Ενα σύνολο διανυσµάτων του χώρου V λέµε ότι είναι µία ϐάση του V αν αυτά τα διανύσµατα

(α) είναι γραµµικώς ανεξάρτητα και (ϐ) παράγουν τον V.

Από τον ορισµό της ϐάσης και από το Αποτέλεσµα 2 της προηγούµενης ενότητας προκύπτει ότι

όλες οι ϐάσεις ενός χώρου έχουν ακριβώς το ίδιο πλήθος διανυσµάτων. Το πλήθος των διανυσµάτων

κάθε ϐάσης του χώρου V καλείται διάσταση του V.

Ο συνήθης συµβολισµός της διάστασης του χώρου V είναι dim(V). (dim από τη λέξη dimension).

Τα διανύσµατα

(
1
0

)

,

(
0
1

)

(οι στήλες του µοναδιαίου πίνακα I2) αποτελούν ϐάση του R
2 γιατί

είναι γραµµικώς ανεξάρτητα (αφού |I2| = 1 6= 0) και παράγουν τον R
2 όπως είδαµε νωρίτερα. Η

ϐάση {(1, 0)′, (0, 1)′} καλείται συνήθης ϐάση του R
2.

Γενικότερα, τα διανύσµατα (1, 0, . . . , 0
︸ ︷︷ ︸

n

)′, (0, 1, . . . , 0
︸ ︷︷ ︸

n

)′, . . . , (0, 0, . . . , 1
︸ ︷︷ ︸

n

)′ (οι στήλες του µονα-

διαίου πίνακα In) αποτελούν ϐάση του R
n γιατί είναι γραµµικώς ανεξάρτητα (αφού |In| = 1 6= 0)

και παράγουν τον R
n όπως είδαµε νωρίτερα. Η ϐάση {(1, 0, . . . , 0

︸ ︷︷ ︸

n

)′, (0, 1, . . . , 0
︸ ︷︷ ︸

n

)′, . . . , (0, 0, . . . , 1
︸ ︷︷ ︸

n

)′}

καλείται συνήθης ϐάση του R
n.

Κάποιες «ειδικές» περιπτώσεις που πρέπει να έχουµε κατά νου είναι οι ακόλουθες :
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• Ο χώρος που περιέχει µόνο το 0
˜

έχει διάσταση 0.

• Κάθε ευθεία που περνάει από το 0
˜

είναι ένας χώρος διάστασης 1.

• Κάθε επίπεδο που περιέχει το 0
˜

είναι ένας χώρος διάστασης 2.

Κάθε χώρος έχει τουλάχιστον µία ϐάση. (Αυτό ισχύει και για διανυσµατικούς χώρους πολύ πιο

γενικούς από αυτούς που συζητάµε στο µάθηµά µας. ∆εν ϑα το αποδείξουµε αυτό αλλά δεχτείτε

το.)

Στην πραγµατικότητα, κάθε χώρος έχει άπειρες ϐάσεις :

Αποτέλεσµα 11.3. Αν οι στήλες του πίνακα A
n×m

είναι µία ϐάση του χώρου V (δηλαδή είναι

γραµµικώς ανεξάρτητα διανύσµατα που τον παράγουν) και B
m×m

είναι ένας αντιστρέψιµος πίνακας

τότε οι στήλες του πίνακα W
n×m

= AB είναι επίσης ϐάση του V.

Απόδειξη. Από το Αποτέλεσµα 10.1 ξέρουµε ότι αφού οι A και B έχουν γραµµικώς ανεξάρτητες

στήλες το ίδιο ισχύει και για το γινόµενό τους και από το Αποτέλεσµα 11.1 ότι αφού ο B είναι

αντιστρέψιµος οι στήλες του W = AB παράγουν τον ίδιο χώρο που παράγουν και οι στήλες του A.

Εποµένως οι στήλες του W είναι γραµµικώς ανεξάρτητες και παράγουν τον V δηλαδή αποτελούν

µία ϐάση του.

Αφού οι στήλες του πίνακα In αποτελούν ϐάση του R
n (τη συνήθη ϐάση του), το παραπάνω

συνεπάγεται ότι οι στήλες οποιουδήποτε αντιστρέψιµου πίνακα διαστάσεων n× n αποτελούν ϐάση

του R
n. Για παράδειγµα, τα διανύσµατα (1, 1)′, (1, 2)′ αποτελούν ϐάση του R

2 αφού

∣
∣
∣
∣

1 1
1 2

∣
∣
∣
∣

=

2 − 1 = 1 6= 0, δηλαδή ο πίνακας που µε στήλες αυτά είναι αντιστρέψιµος. Θα δούµε κι άλλα

παραδείγµατα στη συνέχεια.

Η διαφορά µιας ϐάσης από οποιοδήποτε σύνολο διανυσµάτων που παράγουν έναν χώρο είναι

ότι κάθε διάνυσµα του χώρου γράφεται ως γραµµικός συνδυασµός των διανυσµάτων της ϐάσης µε

µοναδικό τρόπο όπως ϕαίνεται από το ακόλουθο αποτέλεσµα.

Αποτέλεσµα 11.4. ΄Εστω v
˜

1, . . . , v
˜

m µία ϐάση του V. Αν

c1v
˜

1 + · · · + cmv
˜

m = d1v
˜

1 + · · · + dmv
˜

m

τότε c1 = d1, . . . , cm = dm.

Απόδειξη. Η παραπάνω ισότητα είναι ισοδύναµη µε την

(c1 − d1)v
˜

1 + · · · + (cm − dm)v
˜

m = 0
˜

που συνεπάγεται c1 − d1 = · · · = cm − dm = 0 µια και τα v
˜

1, . . . , v
˜

m είναι γραµµικώς ανεξάρτητα.

Αν v
˜

1, . . . , v
˜

m µία ϐάση του V και x
˜

∈ V τότε οι συντελεστές c1, . . . , cm του (µοναδικού ϐά-

σει του παραπάνω αποτελέσµατος) γραµµικού συνδυασµού x
˜

= c1v
˜

1 + · · · + cmv
˜

m καλούνται

συντεταγµένες του x
˜

ως προς αυτήν την ϐάση.
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Το διάνυσµα x
˜

= (x1, x2, . . . , xn)′ έχει συντεταγµένες x1, x2, . . . , xn ως προς τη συνήθη ϐάση

του R
n µια και








x1

x2
...

xn








= x1








1
0
...

0








+ x2








0
1
...

0








+ · · · + xn








0
0
...

1








Οι συντεταγµένες του όµως ως προς άλλες ϐάσεις του R
n είναι διαφορετικές.

Για παράδειγµα, όπως δείξαµε παραπάνω, τα διανύσµατα (1, 1)′, (1, 2)′ αποτελούν ϐάση του

R
2. Θεωρήστε το διάνυσµα (−2, 3)′ ∈ R

2. Οι συντεταγµένες του ως προς τη συνήθη ϐάση είναι

−2, 3 αφού
(
−2
3

)

= (−2)

(
1
0

)

+ 3

(
0
1

)

.

Οι συντεταγµένες του ως προς την ϐάση (1, 1)′, (1, 2)′, δηλαδή τα (µοναδικά) c1, c2 για τα οποία

ισχύει
(
−2
3

)

= c1

(
1
1

)

+ c2

(
1
2

)

είναι διαφορετικές από −2, 3. Για να τις ϐρούµε δεν έχουµε παρά να λύσουµε το γραµµικό σύστηµα

(
1 1
1 2

)(
c1

c2

)

=

(
−2
3

)

.

Η λύση του είναι (c1, c2)
′ = (−7, 5)′. ΄Αρα οι συντεταγµένες τού (−2, 3)′ ως προς την ϐάση

(1, 1)′, (1, 2)′ είναι −7, 5: το (−2, 3)′ εκφράζεται ως (−7, 5)′ ως προς την ϐάση αυτήν. ∆είτε τι

σηµαίνει αυτό στο παρακάτω σχήµα:
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(1, 0)′

(0, 1)′
(1, 1)′

(1, 2)′

(−2, 3)′

−2

3

−7

5

Οι µπλε άξονες είναι οι άξονες ως προς τη

συνήθη ϐάση (1, 0)′, (0, 1)′ ενώ οι κόκκινοι

ως προς την (1, 1)′, (1, 2)′. (Τα διανύσµατα

της κάθε ϐάσης ϕαίνονται πάνω στους αντί-

στοιχους άξονες.) Για να ϐρούµε τις συντε-

ταγµένες τού (−2, 3)′ σχεδιάζουµε παράλ-

ληλες ως προς τους δύο άξονες της ϐάσης

µέχρι να τους τµήσουµε. Για τη συνήθη

ϐάση αυτές είναι οι µπλε διακεκοµµένες

γραµµές που τέµνουν τους δύο µπλε άξο-

νες στο −2 και στο 3: αυτές είναι οι συντε-

ταγµένες τού (−2, 3)′ ως προς τη συνήθη

ϐάση. Η κάθε µπλε διακεκοµµένη γραµ-

µή είναι κάθετη στον άλλο άξονα µια και οι

δύο άξονες είναι κάθετοι µεταξύ τους. Για

την άλλη ϐάση οι παράλληλες προς τους

δύο άξονες είναι οι κόκκινες διακεκοµµέ-

νες γραµµές. Αυτές τους τέµνουν στο −7

και στο 5: αυτές είναι οι συντεταγµένες τού

(−2, 3)′ ως προς την ϐάση (1, 1)′, (1, 2)′. Η

κάθε κόκκινη διακεκοµµένη δεν είναι κά-

ϑετη στον άλλο άξονα αλλά τον τέµνει µε

γωνία ίση µε την γωνία που σχηµατίζουν

οι δύο άξονες µεταξύ τους.

Να και ένα δεύτερο παράδειγµα: ΄Εστω V ο χώρος που παράγεται από τις στήλες του

A
4×3

=







2 1 0
−1 1 1
3 −1 1
0 2 −1







.

Τα διανύσµατα αυτά αποτελούν ϐάση του V γιατί είναι γραµµικώς ανεξάρτητα. (∆ιαπιστώστε το

µόνοι σας.) Εποµένως dim(V) = 3. Το διάνυσµα (2,−5, 7,−3)′ ανήκει στον V µια και είναι

γραµµικός συνδυασµός των στηλών του A:







2
−5
7
−3







= 2







2
−1
3
0







+ (−2)







1
1
−1
2







+ (−1)







0
1
1
−1







.

Οι συντεταγµένες τού (2,−5, 7,−3)′ ως προς την παραπάνω ϐάση είναι οι συντελεστές 2,−2,−1:

Το (2,−5, 7,−3)′ ως προς την παραπάνω ϐάση εκφράζεται ως (2,−2,−1)′. Μην σας παραξενεύει

που ενώ το διάνυσµα (2,−5, 7,−3)′ είναι 4-διάστατο εκφράζεται ως 3-διάστατο υπό την παραπάνω

ϐάση: Η ϐάση παράγει τον χώρο V που έχει διάσταση 3.
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Αποτέλεσµα 11.5. ΄Εστω V = span(a
˜

1, . . . , a
˜

m) και A =
(
a
˜

1 · · · a
˜

m

)
. Τότε ισχύει

dim(V) = rank(A)

Απόδειξη. Στην περίπτωση που rank(A) = m, αν δηλαδή αν οι στήλες του A είναι γραµµικώς

ανεξάρτητες, τα a
˜

1, . . . , a
˜

m αποτελούν ϐάση του V οπότε dim(V) = m = rank(A). Αν από την

άλλη πλευρά ισχύει rank(A) = k < m, ας υποθέσουµε χωρίς ϐλάβη της γενικότητας ότι οι πρώτες

k στήλες του A είναι γραµµικώς ανεξάρτητες και ας γράψουµε όπως συνήθως A = (A1
n×k

A2
n×(m−k)

) =

(A1 A1B) = A1(Ik B). Αν x
˜
∈ V τότε ϑα υπάρχει c

m̃×1

τέτοιο ώστε x
˜

= Ac
˜
. Ας διαµερίσουµε το

c
˜

σε δύο κοµµάτια, c
˜

1

k×1

, c
˜

2

(m−k)×1

, έτσι ώστε c
˜

=

(
c
˜

1

c
˜

2

)

. Τότε,

x
˜

= Ac
˜

= A1(Ik B)

(
c
˜

1

c
˜

2

)

= A1(c
˜

1 + Bc
˜

2) = A1d
˜

µε d
˜k×1

= c
˜

1 + Bc
˜

2.

Εποµένως το x
˜

είναι γραµµικός συνδυασµός των στηλών του A1 άρα οι k στήλες του A1 παράγουν

τον V. Επειδή είναι και γραµµικώς ανεξάρτητες αποτελούν ϐάση του V. Εποµένως, dim(V) = k =

rank(A).

Το Αποτέλεσµα 11.5 µας λέει ότι

αν V = {x
˜

= A
n×m

c
˜

; c
˜
∈ R

m} τότε dim(V) = rank(A).

Προκειµένου να ϐρούµε µία ϐάση του χώρου που παράγεται από τις στήλες του πίνακα A

αρκεί να εντοπίσουµε rank(A) γραµµικώς ανεξάρτητες στήλες του. ΄Οπως ξέρουµε, αυτό µπορεί

να γίνει µέσω απαλοιφής Gauss: Οι στήλες του A που καταλήγουν στις διαφορετικές στήλες του

µοναδιαίου In που εµφανίζονται στην ισοδύναµη µορφή echelon είναι γραµµικώς ανεξάρτητες.

Ας δούµε ένα παράδειγµα. Θεωρήστε τον παρακάτω πίνακα και τον ισοδύναµό του πίνακα σε

µορφή echelon

A
6×5

=











−2 −10 1 3 −2
1 3 2 −1 0
3 0 1 0 −3
0 1 1 −1 −1
−2 −4 1 1 0
1 3 −1 0 2











∼ · · · ∼ E =











1 0 0 0 −1
0 1 0 0 1
0 0 1 0 0
0 0 0 1 2
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0











(Εφαρµόστε απαλοιφή Gauss στον A και καταλήξτε στον E για εξάσκηση αλλά και για να ϐε-

ϐαιωϑείτε.) Εποµένως rank(A) = 4 µια και ο E έχει τέσσερεις µη µηδενικές γραµµές. Αυτή

είναι και η διάσταση του χώρου που παράγεται από τις στήλες του A. ΄Εστω V αυτός ο χώρος.

Οι τέσσερεις πρώτες στήλες του A είναι γραµµικώς ανεξάρτητες µια και σε αυτές αντιστοιχούν οι

τέσσερεις διαφορετικές στήλες του I6 που εµφανίζονται στον E και εποµένως αποτελούν ϐάση του

V. Ο V αποτελείται από όλα τα διανύσµατα του R
6 που γράφονται ως Ac

˜
, δηλαδή ως γραµµικοί
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συνδυασµοί των στηλών του A. Για παράδειγµα, ϑέτοντας c
˜

= (1, 1, 1, 1, 1)′ παίρνουµε ένα από τα

διανύσµατα που περιέχει ο V, το










−2 −10 1 3 −2
1 3 2 −1 0
3 0 1 0 −3
0 1 1 −1 −1
−2 −4 1 1 0
1 3 −1 0 2



















1
1
1
1
1









=











−10
5
1
0
−4
5











Για να ϐρούµε τις συντεταγµένες αυτού του διανύσµατος ως προς την ϐάση του V που αποτελείται

από τις τέσσερεις πρώτες στήλες του A λύνουµε το σύστηµα










−2 −10 1 3
1 3 2 −1
3 0 1 0
0 1 1 −1
−2 −4 1 1
1 3 −1 0

















x1

x2

x3

x4







=











−10
5
1
0
−4
5











Η (µοναδική) λύση του συστήµατος είναι η (0, 2, 1, 3)′ . Αυτές είναι και οι συντεταγµένες του

παραπάνω διανύσµατος ως προς τη συγκεκριµένη ϐάση του τετραδιάστατου χώρου V.

Μία ϐάση καλείται ορθοκανονική αν αποτελείται από ανά δύο κάθετα µοναδιαία διανύσµατα

(δηλαδή που έχουν µήκος 1). Για παράδειγµα, η συνήθης ϐάση του R
n είναι ορθοκανονική µια και

οι στήλες του µοναδιαίου πίνακα In είναι ανά δύο κάθετες µεταξύ τους και έχουν µήκος 1. Επειδή

κάθε ορθογώνιος πίνακας είναι αντιστρέψιµος (ο αντίστροφός του συµπίπτει µε τον ανάστροφό του

που είναι επίσης ένας ορθογώνιος πίνακας) και οι στήλες του είναι ανά δύο κάθετα µοναδιαία

διανύσµατα, οι στήλες κάθε ορθογώνιου πίνακα αποτελούν ορθοκανονική ϐάση του R
n.

Κάθε ϐάση ενός χώρου µπορεί να µετασχηµατιστεί σε ορθοκανονική (δηλαδή σε µία άλλη ϐάση του

ίδιου χώρου που αποτελείται από ανά δύο κάθετα µοναδιαία διανύσµατα). Μία απλή διαδικασία γι΄ αυτό

είναι η διαδικασία ορθογωνοποίησης Gram­Schmidt. Αν v
˜

1, . . . , v
˜

m είναι µία ϐάση του χώρου V τότε η

διαδικασία κατασκευάζει ένα ένα τα ακόλουθα διανύσµατα:

u
˜

1 = v
˜

1 w
˜

1 =
u
˜

1

‖u
˜

1‖

u
˜

2 = v
˜

2 − (v
˜
′
2w
˜

1)w
˜

1 w
˜

2 =
u
˜

2

‖u
˜

2‖

u
˜

3 = v
˜

3 − (v
˜
′
3w
˜

1)w
˜

1 − (v
˜
′
3w
˜

2)w
˜

2 w
˜

3 =
u
˜

3

‖u
˜

3‖
...

...

u
˜

m = v
˜

m − (v
˜
′
mw

˜
1)w

˜
1 − · · · − (v

˜
′
mw

˜
m−1)w

˜
m−1 w

˜
m =

u
˜

m

‖u
˜

m‖

Τα διανύσµατα w
˜

1, . . . , w
˜

m αποτελούν ορθοκανονική ϐάση του V. Προφανώς είναι µοναδιαία διανύσµατα

µια και ισούνται µε τα u
˜

i διαιρεµένα µε το µήκος τους. Για το ότι είναι ανά δύο κάθετα διαπιστώστε το

µόνοι σας δείχνοντας ότι το εσωτερικό τους γινόµενο ισούται µε µηδέν. (Αν σας ϕαίνεται πολύ δύσκολο να

το κάνετε γενικά, διαπιστώστε το µόνο στην περίπτωση που m = 3.) Για το ότι παράγουν και αυτά τον V

ϑεωρήστε τον πίνακα µε στήλες τα v
˜

1, v
˜

2, v
˜

3, . . . , v
˜

m και στη συνέχεια τους πίνακες

U1 =
(
u
˜

1 v
˜

2 v
˜

3 · · · v
˜

m

)
,
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W1 = U1











1/‖u
˜

1‖ 0 0 · · · 0

0 1 0 · · · 0

0 0 1
... 0

...
...

...
. . .

...

0 0 0 · · · 1











=
(
w
˜

1 v
˜

2 v
˜

3 · · · v
˜

m

)

U2 = W1











1 −v
˜
′
2w
˜

1 0 · · · 0

0 1 0 · · · 0

0 0 1
... 0

...
...

...
. . .

...

0 0 0 · · · 1











=
(
w
˜

1 u
˜

2 v
˜

3 · · · v
˜

m

)
,

W2 = U2











1 0 0 · · · 0
0 1/‖u

˜
2‖ 0 · · · 0

0 0 1
... 0

...
...

...
. . .

...

0 0 0 · · · 1











=
(
w
˜

1 w
˜

2 v
˜

3 · · · v
˜

m

)

U3 = W2











1 0 −v
˜
′
3w
˜

1 · · · 0

0 1 −v
˜
′
3w
˜

2 · · · 0

0 0 1
... 0

...
...

...
. . .

...

0 0 0 · · · 1











=
(
w
˜

1 w
˜

2 u
˜

3 · · · v
˜

m

)
,

W3 = U3











1 0 0 · · · 0
0 1 0 · · · 0

0 0 1/‖u
˜

3‖
... 0

...
...

...
. . .

...

0 0 0 · · · 1











=
(
w
˜

1 w
˜

2 w
˜

3 · · · v
˜

m

)

και ούτω καθ΄ εξής µέχρι να ϕτάσουµε στον πίνακα Wm =
(
w
˜

1 w
˜

2 · · · w
˜

m

)
. Παρατηρήστε ότι κάθε

πίνακας προκύπτει από τον προηγούµενο πολλαπλασιάζοντάς τον από δεξιά µε έναν αντιστρέψιµο πίνακα

(είτε διαγώνιο είτε άνω τριγωνικό µε ορίζουσα διάφορη του µηδενός). Εποµένως, από το Αποτέλεσµα 11.3,

οι στήλες των πινάκων U1, W1, U2, W2, . . . και τελικά οι στήλες w
˜

1, . . . , w
˜

m του Wm αποτελούν διαφορετικές

ϐάσεις του V.

Θεωρήστε τον χώρο V που παράγεται από τα διανύσµατα v
˜

1 = (1, 1, 1)′, v
˜

2 = (1, 2, 3)′. Τα διανύσµατα

αυτά είναι γραµµικώς ανεξάρτητα (επιβεβαιώστε το), εποµένως αποτελούν ϐάση του V. Ας τη µετασχηµατί-

σουµε σε ορθοκανονική µέσω της προηγούµενης διαδικασίας. (Εδώ η διαδικασία ϑα είναι πολύ γρήγορη

µια και έχουµε µόνο δύο διανύσµατα.) Θέτουµε πρώτα

u
˜

1 = v
˜

1 = (1, 1, 1)′ και w
˜

1 =
u
˜

1

‖u
˜

1‖
=
( 1√

3
,

1√
3
,

1√
3

)′

και µετά

u
˜

2 = v
˜

2 − (v
˜
′
2w
˜

1)w
˜

1 = (1, 2, 3)′ − 6√
3

( 1√
3
,

1√
3
,

1√
3

)′
= (1, 2, 3)′ − (2, 2, 2)′ = (−1, 0, 1)′

και

w
˜

2 =
u
˜

2

‖u
˜

2‖
=
(

− 1√
2
, 0,

1√
2

)′
.

Τα διανύσµατα w
˜

1 = (1/
√

3, 1/
√

3, 1/
√

3)′, w
˜

2 = (−1/
√

2, 0, 1/
√

2)′ είναι µία ορθοκανονική ϐάση του V.

Είναι µάλλον προφανές αλλά πρέπει να τονιστεί : Κάθε γνήσιος υπόχωρος U του V (δηλαδή
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υπόχωρος του V διαφορετικός από τον V) έχει διάσταση µικρότερη του V. Πράγµατι, όπως γνωρί-

Ϲουµε δεν µπορούµε να ϐρούµε περισσότερα από dim(V) γραµµικώς ανεξάρτητα διανύσµατα του

V και οποιαδήποτε dim(V) γραµµικώς ανεξάρτητα διανύσµατα του V είναι ϐάση του. Αφού ο U

είναι υποσύνολο του V κάθε ϐάση του ϑα έχει το πολύ dim(V) διανύσµατα. Ο U όµως έχει υποτεθεί

γνήσιο υποσύνολο του V, εποµένως δεν µπορεί να παράγεται από dim(V) γραµµικώς ανεξάρτητα

διανύσµατα (γιατί σε αυτήν την περίπτωση ϑα συνέπιπτε µε τον V). ΄Αρα παράγεται από λίγότερα

γραµµικώς ανεξάρτητα διανύσµατα. Συνοψίζοντας :

Αν ο U είναι γνήσιος υπόχωρος του V τότε dim(U) < dim(V).

Συµπεριλαµβάνοντας και την περίπτωση U = V, έχουµε ότι για κάθε υπόχωρο U του V ισχύει

dim(U) 6 dim(V) µε την ισότητα να ισχύει αν και µόνον αν U = V.

Θα χρησιµοποιήσουµε τώρα το παραπάνω και την σχέση διάστασης και τάξης για να κάνουµε

την απόδειξη που χρωστούσαµε για το Αποτέλεσµα 10.18. Θυµίζω πως ο ισχυρισµός έλεγε ότι για

οποιουσδήποτε πίνακες A
n×m

, B
n×m

ισχύει rank(A + B) 6 rank(A) + rank(B).

Απόδειξη του Αποτελέσµατος 10.18. Ας συµβολίσουµε µε VA, VB , VA+B τους χώρους που πα-

ϱάγονται από τις στήλες των A,B,A + B, αντίστοιχα. Θα δείξουµε το ισοδύναµο αποτέλεσµα

dim(VA+B) 6 dim(VA) + dim(VB).

΄Εστω D
n×(2m)

= (A B) ο πίνακας που έχει στήλες τις στήλες του A και τις στήλες του B.

Τότε ισχύει rank(D) 6 rank(A) + rank(B) αφού οι γραµµικώς ανεξάρτητες στήλες του D δεν

µπορούν να είναι περισσότερες από τις γραµµικώς ανεξάρτητες στήλες του A και του B· ισότητα

ϑα έχουµε µόνο στην περίπτωση που οι γραµµικώς ανεξάρτητες στήλες του A είναι γραµµικώς

ανεξάρτητες από τις γραµµικώς ανεξάρτητες στήλες του B. Τα στοιχεία του χώρου VD, δηλαδή

του χώρου που παράγεται από τις στήλες του D, έχουν την µορφή Dc
˜

όπου c
˜
∈ R

2m. Γράφοντας

c
˜

=

(
c
˜

1

c
˜

2

)

µε c
˜

1, c
˜

2 ∈ R
m, ϐλέπουµε ότι τα στοιχεία του VD έχουν τη µορφή Dc

˜
= (A B)

(
c
˜

1

c
˜

2

)

=

Ac
˜

1 + Bc
˜

2. Εξ ορισµού, τα στοιχεία του VA+B είναι οι γραµµικοί συνδυασµοί των στηλών του

A + B, δηλαδή είναι τα διανύσµατα της µορφής (A + B)d
˜

= Ad
˜

+ Bd
˜

µε d
˜

∈ R
m. Επειδή

VA+B = {Ac
˜

1 +Bc
˜

2 µε c
˜

1 = c
˜

2}, έχουµε VA+B ⊆ VD. Αυτό σηµαίνει ότι dim(VA+B) 6 dim(VD)

εποµένως,

rank(A + B) = dim(VA+B) 6 dim(VD) = rank(D) 6 rank(A) + rank(B).

∆ικό σας : Τι πρέπει να συµβαίνει ώστε να ισχύει rank(A + B) = rank(A) + rank(B);

12 Ιδιοτιµές και ιδιοδιανύσµατα

΄Ολα τα ακόλουθα αφορούν σε τετραγωνικούς πίνακες.

΄Ενας αριθµός λ καλείται ιδιοτιµή του πίνακα A
n×n

αν υπάρχει µη µηδενικό διάνυσµα ǫ
˜

τέτοιο

ώστε

Aǫ
˜

= λǫ
˜
.
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Σε αυτήν την περίπτωση το διάνυσµα ǫ
˜

λέµε ότι είναι ένα ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί στην

ιδιοτιµή λ. ΄Αλλοι όροι που µπορεί να συναντήσει κανείς για τις ιδιοτιµές και τα ιδιοδιανύσµατα

ενός πίνακα είναι οι χαρακτηριστικές τιµές και χαρακτηριστικά διανύσµατα.

Από τον παραπάνω ορισµό προκύπτει ότι αν το ǫ
˜

είναι ένα ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί στην

ιδιοτιµή λ τότε το ίδιο ισχύει και για κάθε πολλαπλάσιό του: Πράγµατι, πολλαπλασιάζοντας και τα

δύο µέλη της σχέσης Aǫ
˜

= λǫ
˜

µε οποιοδήποτε c 6= 0 παίρνουµε A(cǫ
˜
) = λ(cǫ

˜
) που σηµαίνει ότι

και το cǫ
˜

είναι ένα ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λ. Συνήθως επιλέγεται c = 1/‖ǫ
˜
‖

έτσι ώστε το ιδιοδιάνυσµα να είναι κανονικοποιηµένο (δηλαδή να έχει µήκος 1).

Παρατηρήστε ότι για οποιονδήποτε πίνακα A
n×n

έχουµε

Aǫ
˜

= λǫ
˜

⇔ Aǫ
˜
− λǫ

˜
= 0

˜
⇔ Aǫ

˜
− λInǫ

˜
= 0

˜
(αφού ǫ

˜
= Inǫ

˜
)

⇔ (A − λIn)ǫ
˜

= 0
˜

(ϐγάζω το ǫ
˜

από δεξιά ως κοινό παράγοντα·

ο λόγος που έθεσα πρώτα ǫ
˜

= Inǫ
˜

είναι

ότι δεν ϑα είχε νόηµα να γράψω (A − λ)ǫ
˜
)

Εποµένως ο αριθµός λ είναι ιδιοτιµή του A αν και µόνον αν το οµογενές σύστηµα (A− λIn)x
˜

= 0
˜

έχει λύσεις εκτός της τετριµµένης (αφού εξ ορισµού τα ιδιοδιανύσµατα είναι µη µηδενικά). Αυτό

µπορεί να συµβαίνει αν και µόνον αν η ορίζουσα του A − λIn ισούται µε µηδέν. Εποµένως,

οι ιδιοτιµές του πίνακα A είναι οι λύσεις της εξίσωσης |A − λIn| = 0.

Ο πίνακας A − λIn είναι ο πίνακας που προκύπτει όταν αφαιρέσουµε το λ από τα διαγώνια

στοιχεία του A:

A
n×n

− λIn =








a11 − λ a12 · · · a1n

a21 a22 − λ · · · a2n
...

...
. . .

...

an1 an2 · · · ann − λ








Είναι εύκολο να διαπιστώσουµε ότι η ορίζουσα |A−λIn| είναι ένα πολυώνυµο ϐαθµού n, εποµένως

η εξίσωση |A−λIn| = 0 έχει ακριβώς n λύσεις κάποιες από τις οποίες µπορεί να επαναλαµβάνονται

(δηλαδή να έχουν πολλαπλότητα µεγαλύτερη από 1) και κάποιες να µην είναι πραγµατικοί αριθµοί

αλλά µιγαδικοί. Εποµένως :

Κάθε πίνακας διαστάσεων n × n έχει ακριβώς n ιδιοτιµές. Μερικές από αυτές (ή και όλες)
µπορεί να είναι µιγαδικές αλλά και να επαναλαµβάνονται περισσότερες από µία ϕορές.
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Μιγαδικοί αριθµοί

Το σύνολο των µιγαδικών αριθµών είναι ένα σύνολο πολύ µεγαλύτερο από αυτό των πραγµατικών τους

οποίους και περιλαµβάνει ως «ειδικές περιπτώσεις». ΄Ολα ξεκινούν από την εξίσωση x2 + 1 = 0 που όπως

ξέρουµε δεν έχει λύση στο R. Εν τούτοις, ορίζοντας i =
√
−1, η εξίσωση αυτή αποκτά δύο λύσεις : x = −i

και x = i µια και εξ ορισµού i2 = (−i)2 = −1. Το i, που στην ελληνική ορολογία το λέµε «γιοτ», καλείται

ϕανταστική µονάδα και τα πολλαπλάσιά του καλούνται ϕανταστικοί αριθµοί. Μέσω των ϕανταστικών

αριθµών ορίζεται και η τετραγωνική ϱίζα κάθε αρνητικού πραγµατικού αριθµού, π.χ.
√
−9 = 3i, αφού

(3i)2 = (3i)(3i) = 9i2 = 9(−1) = −9. Οι µιγαδικοί αριθµοί προκύπτουν προσθέτοντας έναν πραγµατικό

και έναν ϕανταστικό αριθµό. Το σύνολο C = {z = a + bi ; a, b ∈ R} καλείται σύνολο µιγαδικών αριθµών.

Αν z = a + bi ένας µιγαδικός αριθµός τότε το a καλείται πραγµατικό µέρος του και το b ϕανταστικό

µέρος του. Οι πραγµατικοί αριθµοί είναι ειδικές περιπτώσεις µιγαδικών που έχουν ϕανταστικό µέρος

0. Μέσω των µιγαδικών αριθµών µπορούµε να λύσουµε εξισώσεις που «κανονικά» δεν ϑα είχαν λύση.

Π.χ., από το σχολείο ξέρουµε ότι όταν ένα τριώνυµο έχει αρνητική διακρίνουσα τότε δεν έχει ϱίζες. Το

σωστό είναι ότι δεν έχει πραγµατικές ϱίζες γιατί έχει µιγαδικές. Για παράδειγµα, το τριώνυµο x2 + x + 1

έχει διακρίνουσα 12 − 4(1)(1) = −3 εποµένως δεν έχει πραγµατικές ϱίζες. ΄Εχει όµως µιγαδικές, τις

(−1 ±
√
−3)/2 = (−1 ± i

√
3)/2. (Θυµάστε, υποθέτω, τον τύπο των ϱιζών του τριωνύµου

−β ±
√

∆

2α
όπου

∆ = β2 − 4αγ είναι η διακρίνουσα.)

Ρίζες πολυωνύµων

Το Θεµελιώδες Θεώρηµα της ΄Αλγεβρας λέει ότι κάθε πολυώνυµο ϐαθµού n, δηλαδή κάθε συνάρτηση της

µορφής

pn(x) = anxn + an−1x
n−1 + · · · + a1x + a0

µε µιγαδικούς συντελεστές an, an−1, . . . , a1, a0 (στους οποίους συµπεριλαµβάνονται και οι πραγµατικοί

συντελεστές ως ειδικές περιπτώσεις) έχει ακριβώς n (γενικά µιγαδικές) ϱίζες, δηλαδή τιµές x που το

µηδενίζουν. Κάποιες από τις ϱίζες ενδέχεται να επαναλαµβάνονται. Το πλήθος επαναλήψεων µίας ϱίζας

καλείται πολλαπλότητα αυτής της ϱίζας. Η πολλαπλότητα κάθε ϱίζας σχετίζεται µε το πόσες παραγώγους

του πολυωνύµου µηδενίζει : Μία ϱίζα έχει πολλαπλότητα ένα αν µηδενίζει το πολυώνυµο αλλά όχι την

παράγωγό του. Μία ϱίζα έχει πολλαπλότητα δύο αν µηδενίζει το πολυώνυµο, την πρώτη παράγωγό του

αλλά όχι την δεύτερη. Μία ϱίζα έχει πολλαπλότητα k αν µηδενίζει το πολυώνυµο, τις k − 1 πρώτες

παραγώγους του αλλά όχι την k-οστή. Κάθε πολυώνυµο µπορεί να εκφρασθεί και µέσω των ϱιζών του :

Ισχύει

anxn + an−1x
n−1 + · · · + a1x + a0 = an(x − ρ1) · · · (x − ρn)

όπου ρ1, . . . , ρn οι ϱίζες του. Για παράδειγµα, το πολυώνυµο 2x3−2x2−16x+24 που έχει ϱίζες −3 και 2 (µε

το 2 είναι να «διπλή», δηλαδή να έχει πολλαπλότητα δύο) ισούται µε 2(x+3)(x−2)(x−2) = 2(x+3)(x−2)2

(κάντε τις πράξεις για να γυρίσετε ξανά στο πολυώνυµο), το πολυώνυµο x2+x+1 που είδαµε προηγουµένως

ισούται µε
(
x − −1+i

√
3

2

)(
x − −1−i

√
3

2

)
κλπ. Κάνοντας πράξεις µπορούµε να διαπιστώσουµε ότι

an(x − ρ1) · · · (x − ρn) = anxn − an(ρ1 + · · · + ρn)xn−1 + · · · + (−1)nanρ1 · · · ρn.

(Υπάρχει λόγος για τον οποίον µας ενδιαφέρουν ο όρος ϐαθµού n − 1 και ο σταθερός. Θα δούµε σε λίγο

γιατί.) Για παράδειγµα, στο πολυώνυµο τρίτου ϐαθµού 2x3 − 2x2 − 16x + 24 που έχει συντελεστή του

µεγιστοβάθµιου όρου το 2 και ϱίζες −3, 2, 2, ο συντελεστής του x3−1 = x2 είναι −2(−3+2+2) = −2 και ο

σταθερός όρος είναι (−1)32(−3)(2)(2) = 24 ενώ στο πολυώνυµο δευτέρου ϐαθµού x2+x+1, ο συντελεστής

του x2−1 = x είναι −1
(
−1+i

√
3

2 + −1−i
√

3
2

)
= 1 ενώ ο σταθερός όρος είναι (−1)21

(
−1+i

√
3

2

)(
−1−i

√
3

2

)
= 1.

Γενικά, τον σταθερό όρο ενός πολυωνύµου ως προς x µπορούµε να τον ϐρούµε ϑέτοντας x = 0.
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Αναπτύσσοντας την ορίζουσα |A − λIn| µπορούµε να δούµε ότι ισούται µε

(−1)nλn − (−1)ntr(A)λn−1 + · · · + |A|

Αφού οι ιδιοτιµές του A είναι οι ϱίζες αυτού του πολυωνύµου, συγκρίνοντας την παραπάνω µε το

τελευταίο ανάπτυγµα της προηγούµενης σελίδας συµπεραίνουµε ότι

• το άθροισµα των ιδιοτιµών του πίνακα A ισούται µε το ίχνος του tr(A) και

• το γινόµενο των ιδιοτιµών του πίνακα A ισούται µε την ορίζουσά του |A|

Τις ιδιοτιµές του A
n×n

ϑα τις συµβολίζουµε γενικά µε λ1, . . . , λn και τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα

µε ǫ
˜
1, . . . , ǫ

˜
n.

Ας δούµε ένα παράδειγµα. Θα ϐρούµε τις ιδιοτιµές και τα ιδιοδιανύσµατα του πίνακα

A
2×2

=

(
1 −2
−3 2

)

΄Εχουµε

|A − λI2| =

∣
∣
∣
∣

1 − λ −2
−3 2 − λ

∣
∣
∣
∣
= (1 − λ)(2 − λ) − 6 = λ2 − 3λ − 4.

Το τριώνυµο έχει δύο διακεκριµένες ϱίζες, τις λ1 = 4, λ2 = −1. Αυτές είναι οι δύο ιδιοτιµές του

πίνακα A. Για να ϐρούµε τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα τις παίρνουµε µία µία και λύνουµε τα

οµογενή συστήµατα (A − λ1I2)x
˜

= 0
˜
, (A − λ2I2)x

˜
= 0

˜
. Για την λ1 = 4 έχουµε το σύστηµα

(A − 4I2)x
˜

= 0
˜
⇔
(

1 − 4 −2
−3 2 − 4

)(
x1

x2

)

=

(
0
0

)

⇔
(
−3 −2
−3 −2

)(
x1

x2

)

=

(
0
0

)

που έχει λύσεις c(−2/3, 1)′, c ∈ R. ΄Ολα αυτά (εκτός από το 0
˜

που αντιστοιχεί στο c = 0)

είναι ιδιοδιανύσµατα του A που αντιστοιχούν στην ιδιοτιµή 4, Θέτοντας για ευκολία c = 3 παίρ-

νουµε ǫ
˜

1 = (−2, 3)′. Αυτός είναι ένας «αντιπρόσωπος» των ιδιοδιανυσµάτων που αντιστοιχούν

στην ιδιοτιµή 4. Θα µπορούσαµε αντί αυτού να πάρουµε ένα µοναδιαίο ιδιοδιάνυσµα ϑέτοντας

c = 1/‖ǫ
˜

1‖ = 1/
√

(−2/3)2 + 12 = 3/
√

13. Το αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα είναι (−2/
√

13, 3/
√

13)′.

Για την ιδιοτιµή λ2 = −1 έχουµε

{A − (−1)I2}x
˜

= 0
˜
⇔
(

1 − (−1) −2
−3 2 − (−1)

)(
x1

x2

)

=

(
0
0

)

⇔
(

2 −2
−3 3

)(
x1

x2

)

=

(
0
0

)

που έχει λύσεις c(1, 1)′, c ∈ R. ΄Ολα αυτά (εκτός από το 0
˜

που αντιστοιχεί στο c = 0) είναι ιδιοδιανύ-

σµατα του A που αντιστοιχούν στην ιδιοτιµή −1, Θέτοντας για ευκολία c = 1 παίρνουµε ǫ
˜

2 = (1, 1)′

ενώ ϑέτοντας c = 1/‖ǫ
˜

2‖ = 1/
√

2 παίρνουµε το µοναδιαίο ιδιοδιάυνυσµα (1/
√

2, 1/
√

2)′. Επο-

µένως, οι ιδιοτιµές του A είναι οι 4,−1 µε αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα τα (−2, 3)′, (1, 1)′ (ή και

οποιαδήποτε πολλαπλάσιά τους). Παρατηρήστε ότι

tr(A) = 1 + 2 = 3 και λ1 + λ2 = 4 + (−1) = 3

και

|A| = (1)(2) − (−2)(−3) = −4 και λ1λ2 = (4)(−1) = −4.
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Ας δούµε κι ένα δεύτερο παράδειγµα. ΄Εστω

B
3×3

=





2 −3 0
1 2 1
−3 1 −1





΄Εχουµε

|B − λI3| =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

2 − λ −3 0
1 2 − λ 1
−3 1 −1 − λ

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= (2 − λ)

∣
∣
∣
∣

2 − λ 1
1 −1 − λ

∣
∣
∣
∣
− (−3)

∣
∣
∣
∣

1 1
−3 −1 − λ

∣
∣
∣
∣
=

(2 − λ){(2 − λ)(−1 − λ) − 1} + 3{(−1 − λ) + 3} = −λ3 + 3λ2 − 2λ = λ(λ − 1)(λ − 2)

άρα ο B έχει τρεις διακεκριµένες ιδιοτιµές τις λ1 = 2, λ2 = 1 και λ3 = 0. ∆ιαπιστώστε µόνοι σας

ότι tr(B) =
∑3

i=1 λi και |B| =
∏3

i=1 λi. Για να ϐρούµε τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα λύνουµε τα

οµογενή συστήµατα (B − λiI3)x
˜

= 0
˜

για i = 1, 2, 3. Για την λ1 = 2 έχουµε

(B − 2I3)x
˜

= 0
˜
⇔





2 − 2 −3 0
1 2 − 2 1
−3 1 −1 − 2









x1

x2

x3



 =





0
0
0



⇔





0 −3 0
1 0 1
−3 1 −3









x1

x2

x3



 =





0
0
0





Το σύστηµα έχει λύσεις της µορφής c(−1, 0, 1)′, c ∈ R. ΄Ολα αυτά (εκτός από το 0
˜

που αντιστοιχεί

στο c = 0) είναι ιδιοδιανύσµατα του B που αντιστοιχούν στην ιδιοτιµή λ1 = 2. Θέτοντας για

ευκολία c = 1 παίρνουµε το ιδιοδιάνυσµα ǫ
˜
1 = (−1, 0, 1)′. Για την λ2 = 1 έχουµε

(B − 1I3)x
˜

= 0
˜
⇔





2 − 1 −3 0
1 2 − 1 1
−3 1 −1 − 1









x1

x2

x3



 =





0
0
0



⇔





1 −3 0
1 1 1
−3 1 −2









x1

x2

x3



 =





0
0
0





Το σύστηµα έχει λύσεις της µορφής c(−3/4,−1/4, 1)′ , c ∈ R. ΄Ολα αυτά (εκτός από το 0
˜

που

αντιστοιχεί στο c = 0) είναι ιδιοδιανύσµατα του B που αντιστοιχούν στην ιδιοτιµή λ2 = 1. Θέτοντας

για ευκολία c = 4 παίρνουµε το ιδιοδιάνυσµα ǫ
˜

2 = (−3,−1, 4)′. Για την λ3 = 0 έχουµε

(B − 0I3)x
˜

= 0
˜
⇔





2 − 0 −3 0
1 2 − 0 1
−3 1 −1 − 0









x1

x2

x3



 =





0
0
0



⇔





2 −3 0
1 2 1
−3 1 −1









x1

x2

x3



 =





0
0
0





Το σύστηµα έχει λύσεις της µορφής c(−3/7,−2/7, 1)′ , c ∈ R. ΄Ολα αυτά (εκτός από το 0
˜

που

αντιστοιχεί στο c = 0) είναι ιδιοδιανύσµατα του B που αντιστοιχούν στην ιδιοτιµή λ3 = 0. Θέτοντας

για ευκολία c = 7 παίρνουµε το ιδιοδιάνυσµα ǫ
˜

3 = (−3,−2, 1)′.

Ερωτήσεις για εσάς : Ποια είναι τα µοναδιαία ιδιοδιανύσµατα που αντιστοιχούν στις τρεις ιδιοτιµές

του B; Ισχύει tr(B) =
∑3

i=1 λi; Ισχύει |B| =
∏3

i=1 λi;

Γενικά, από την σχέση ιδιοτιµών–ιδιοδιανυσµάτων ενός πίνακα A
n×n

έχουµε

Aǫ
˜
1 = λ1ǫ

˜
1, Aǫ

˜
2 = λ2ǫ

˜
2, . . . , Aǫ

˜
n = λnǫ

˜
n

ή, ισοδύναµα,

(Aǫ
˜
1 Aǫ

˜
2 · · · Aǫ

˜
n) = (λ1ǫ

˜
1 λ2ǫ

˜
2 · · · λnǫ

˜
n) ⇔ A(ǫ

˜
1 ǫ
˜
2 · · · ǫ

˜
n) = (ǫ

˜
1 ǫ
˜
2 · · · ǫ

˜
n)








λ1

λ2

. . .

λn








0

0
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(ϑυµηθείτε ότι όταν πολλαπλασιάζεται ένας πίνακας από δεξιά µε έναν διαγώνιο, οι στήλες του

πολλαπλασιάζονται µε τα αντίστοιχα διαγώνια στοιχεία). Εποµένως, αν Λ
n×n

= diag(λ1, . . . , λn)

είναι ο διαγώνιος πίνακας µε διαγώνια στοιχεία τις ιδιοτιµές του A και E
n×n

= (ǫ
˜
1 · · · ǫ

˜
n) είναι ο

πίνακας που έχει στήλες τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα του A, οι εξισώσεις που ορίζουν τις ιδιοτιµές

και τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα συνοψίζονται στην εξίσωση

AE = EΛ.

Σε περίπτωση που ο E είναι αντιστρέψιµος (αν δηλαδή τα n ιδιοδιανύσµατα του A είναι γραµµικώς

ανεξάρτητα) αυτή η σχέση είναι ισοδύναµη µε τις

A = EΛE−1 και E−1AE = Λ.

Αν ισχύει το παραπάνω τότε λέµε ότι ο A είναι διαγωνοποιήσιµος.

Για παράδειγµα, είδαµε προηγουµένως ότι ο A =

(
1 −2
−3 2

)

έχει ιδιοτιµές λ1 = 4 και λ2 = −1

και αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα ǫ
˜
1 = (−2, 3)′ και ǫ

˜
2 = (1, 1)′. Ο πίνακας E = (ǫ

˜
1 ǫ

˜
2) =

(
−2 1
3 1

)

είναι αντιστρέψιµος (ισοδύναµα, τα δύο ιδιοδιανύσµατα είναι γραµµικώς ανεξάρτητα) αφού |E| =
∣
∣
∣
∣

−2 1
3 1

∣
∣
∣
∣
= −5 6= 0. Ο αντίστροφος του E είναι ο E−1 =

(
−1/5 1/5
3/5 2/5

)

και ισχύει

EΛE−1 =

(
−2 1
3 1

)(
4 0
0 −1

)(
−1/5 1/5
3/5 2/5

)

=

(
1 −2
−3 2

)

= A

όπως προβλέπεται.

Μερικές γενικές παρατηρήσεις είναι οι ακόλουθες :

Το µηδέν είναι ιδιοτιµή ενός πίνακα A
n×n

αν |A − 0In| = |A| = 0, δηλαδή αν και µόνο αν

η ορίζουσά του είναι µηδέν. ΄Αρα ένας πίνακας έχει το 0 ως ιδιοτιµή αν και µόνον αν δεν είναι

αντιστρέψιµος.

Κάθε πίνακας έχει τις ίδιες ιδιοτιµές µε τον ανάστροφό του αφού κάθε πίνακας έχει την ίδια

ορίζουσα µε τον ανάστροφό του, οπότε |A− λIn| = |(A − λIn)′| = |A′ − λIn|. (Τα ιδιοδιανύσµατα

όµως του αναστρόφου ενός πίνακα, γενικά, διαφέρουν από αυτά του πίνακα.)

Οι ιδιοτιµές ενός διαγώνιου πίνακα είναι τα διαγώνια στοιχεία του και τα αντίστοιχα ιδιο-

διανύσµατα είναι οι στήλες του µοναδιαίου πίνακα. Πράγµατι, αν D = diag(d1, . . . , dn) τότε

|D − λIn| = (d1 − λ1) · · · (dn − λn), άρα Λ = D, και η σχέση AE = EΛ που είδαµε πιο πάνω

γίνεται DIn = InD.

Οι ιδιοτιµές ενός τριγωνικού (είτε άνω είτε κάτω) πίνακα είναι τα διαγώνια στοιχεία του αφού η

ορίζουσα ενός τριγωνικού πίνακα είναι το γινόµενο των διαγώνιων στοιχείων του (αλλά τα ιδιοδια-

νύσµατά του δεν είναι, γενικά, οι στήλες του µοναδιαίου πίνακα).

΄Ενας πίνακας διαστάσεων 1×1 έχει µία µόνο «ιδιοτιµή» που συµπίπτει µε το µοναδικό στοιχείο

του ενώ «ιδιοδιανύσµατά» του είναι όλοι οι πραγµατικοί αριθµοί διάφοροι του µηδενός. Πράγµατι,

αν A
1×1

= (a) τότε η «ορίζουσα» |A − λI1| είναι η διαφορά a − λ που µηδενίζεται για λ = a ενώ το

«οµογενές σύστηµα» (A−aI1)x
˜

= 0
˜

είναι ουσιαστικά η εξίσωση 0x = 0 που ισχύει για κάθε x ∈ R.

91



Αν ο A
n×n

είναι αντιστρέψιµος τότε ο αντίστροφός του έχει τα ίδια ιδιοδιανύσµατα και αντίστροφες

ιδιοτιµές. Πράγµατι, αν το λ είναι ιδιοτιµή του A µε αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα ǫ
˜

τότε έχουµε

Aǫ
˜

= λǫ
˜
⇔ A−1(Aǫ

˜
) = A−1(λǫ

˜
) ⇔ (A−1A)ǫ

˜
= λ(A−1ǫ

˜
) ⇔ (1/λ)ǫ

˜
= A−1ǫ

˜

Η τελευταία ισότητα µας λέει ότι το 1/λ είναι ιδιοτιµή του A−1 µε αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα ǫ
˜
.

(Εδώ το 1/λ έχει νόηµα γιατί αφού ο A είναι αντιστρέψιµος ισχύει λ 6= 0.) Το αποτέλεσµα ϑα

µπορούσαµε να το πάρουµε και συνολικά για όλες τις ιδιοτιµές και τα ιδιοδιανύσµατα του A

από την σχέση AE = EΛ: Πολλαπλασιάζοντας από αριστερά µε τον A−1 και από δεξιά µε τον

Λ−1 = diag(1/λ1, . . . , 1/λn) παίρνουµε

AE = EΛ ⇔ A−1AEΛ−1 = A−1EΛΛ−1 ⇔ EΛ−1 = A−1E

Η k-οστή δύναµη του A, δηλαδή ο πίνακας Ak, έχει τα ίδια ιδιοδιανύσµατα µε τον A και

ιδιοτιµές τις k δυνάµεις των ιδιοτιµών του A. Πράγµατι, αν λ είναι ιδιοτιµή του A µε αντίστοιχο

ιδιοδιάνυσµα ǫ
˜

τότε για k = 2 έχουµε

A2ǫ
˜

= A(Aǫ
˜
) = A(λǫ

˜
) = λ(Aǫ

˜
) = λ(λǫ

˜
) = λ2ǫ

˜
, δηλαδή A2ǫ

˜
= λ2ǫ

˜

ή και, όπως προηγουµένως, συνολικά για όλες τις ιδιοτιµές και τα ιδιοδιανύσµατα του A παρατη-

ϱώντας ότι

AE = EΛ ⇔ AAE = AEΛ ⇔ A2E = EΛΛ ⇔ A2E = EΛ2

(είναι Λ2 = diag(λ2
1, . . . , λ

2
n)). Για k = 3 έχουµε

A3ǫ
˜

= A(A2ǫ
˜
) = A(λ2ǫ

˜
) = λ2(Aǫ

˜
) = λ2(λǫ

˜
) = λ3ǫ

˜
, δηλαδή A3ǫ

˜
= λ3ǫ

˜

Συνεχίζοντας έτσι µπορούµε να δείξουµε ότι για οποιονδήποτε ϑετικό ακέραιο k ισχύει

Akǫ
˜

= λkǫ
˜

Η προηγούµενη παρατήρηση συνεπάγεται ότι αν ο A είναι διαγωνοποιήσιµος ώστε να µπορεί

να γραφεί ως A = EΛE−1 τότε για κάθε ϑετικό ακέραιο k ισχύει Ak = EΛkE−1, µια και Λk =

diag(λk
1 , . . . , λ

k
n).

Η αναπαράσταση Ak = EΛkE−1 είναι πολύ ϐολική, ειδικά όταν το k είναι µεγάλο. Για πα-

ϱάδειγµα ϑεωρήστε πάλι τον πίνακα A =

(
1 −2
−3 2

)

που είδαµε προηγουµένως ότι έχει ιδιοτιµές

λ1 = 4, λ2 = −1 µε αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα ǫ
˜
1 = (−2, 3)′, ǫ

˜
2 = (1, 1)′. Τότε, ϑέτοντας

Λ =

(
4 0
0 −1

)

, E =

(
−2 1
3 1

)

µε E−1 =

(
−1/5 1/5
3/5 2/5

)

παίρνουµε

A2 = EΛ2E−1 =

(
−2 1
3 1

)(
4 0
0 −1

)2(−1/5 1/5
3/5 2/5

)

=

(
−2 1
3 1

)(
16 0
0 1

)(
−1/5 1/5
3/5 2/5

)

=

(
7 −6
−9 10

)

,

A3 = EΛ3E−1 =

(
−2 1
3 1

)(
4 0
0 −1

)3(−1/5 1/5
3/5 2/5

)
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=

(
−2 1
3 1

)(
64 0
0 −1

)(
−1/5 1/5
3/5 2/5

)

=

(
25 −26
−39 38

)

A8 = EΛ8E−1 =

(
−2 1
3 1

)(
4 0
0 −1

)8(−1/5 1/5
3/5 2/5

)

=

(
−2 1
3 1

)(
65536 0

0 1

)(
−1/5 1/5
3/5 2/5

)

=

(
26215 −26214
−39321 39322

)

και ούτω καθ΄ εξής. (Φανταστείτε να έπρεπε να υπολογίσετε τον A8 και να τον υπολογίζατε πολλα-

πλασιάζοντας A · · ·A οκτώ ϕορές.)

Εφαρµόζοντας την προηγούµενη παρατήρηση στον πίνακα A−1 παίρνουµε ότι η k δύναµη του

A−1 (που µπορούµε να συµφωνήσουµε ότι ϑα την γράφουµε A−k και ϑα εννοούµε (A−1)k) έχει τα

ίδια ιδιοδιανύσµατα µε τον A και ιδιοτιµές 1/λk
1 , . . . , 1/λk

n. Εφ΄ όσον ο A είναι διαγωνοποιήσιµος

ϑα έχουµε A−k = EΛ−kE−1. Για παράδειγµα, για τον A του προηγούµενου παραδείγµατος

έχουµε

A−1 = EΛ−1E−1 =

(
−2 1
3 1

)(
4 0
0 −1

)−1(−1/5 1/5
3/5 2/5

)

=

(
−2 1
3 1

)(
1/4 0
0 −1

)(
−1/5 1/5
3/5 2/5

)

=

(
−1/2 −1/2
−3/4 −1/4

)

,

A−4 = EΛ−4E−1 =

(
−2 1
3 1

)(
4 0
0 −1

)−4(−1/5 1/5
3/5 2/5

)

=

(
−2 1
3 1

)(
1/256 0

0 1

)(
−1/5 1/5
3/5 2/5

)

=

(
77/128 51/128
153/256 103/256

)

΄Οπως οι δυνάµεις του A έχουν τα ίδια ιδιοδιανύσµατα µε τον A και ιδιοτιµές τις αντίστοιχες

δυνάµεις των ιδιοτιµών του A έτσι και αρκετές άλλες συναρτήσεις του A έχουν τα ίδια ιδιοδιανύ-

σµατα µε τον A και ιδιοτιµές τις «αντίστοιχες» συναρτήσεις των ιδιοτιµών του. Για παράδειγµα,

αν ο πίνακας In + A είναι αντιστρέψιµος (που ισχύει αν και µόνον αν ο A δεν έχει ιδιοτιµή

το −1· γιατί ;) τότε ο πίνακας A(In + A)−1 έχει τα ίδια ιδιοδιανύσµατα µε τον A και ιδιοτιµές

λ1(1 + λ1)
−1, . . . , λn(1 + λn)−1. Πράγµατι, αν το λ είναι ιδιοτιµή του A µε αντίστοιχο ιδιοδιάνυ-

σµα ǫ
˜

έχουµε

Aǫ
˜

= λǫ
˜
⇔ ǫ

˜
+ Aǫ

˜
= ǫ

˜
+ λǫ

˜
⇔ (In + A)ǫ

˜
= (1 + λ)ǫ

˜
(ϐγάζοντας κοινό παράγοντα το ǫ

˜
· παρεµπιπτόντως, το παραπάνω σηµαίνει ότι

ο In + A έχει τα ίδια ιδιοδιανύσµατα µε τον A και ιδιοτιµές 1 + λ1, . . . , 1 + λn)

⇔ 1

1 + λ
ǫ
˜

= (In + A)−1ǫ
˜

(διαιρώντας µε 1 + λ και πολ/σιάζοντας από αριστερά µε (In + A)−1· αυτό λέει ότι

ο (In + A)−1 έχει τα ίδια ιδιοδιανύσµατα µε τον A και ιδιοτιµές 1
1+λ1

, . . . , 1
1+λn

)

⇒ A
1

1 + λ
ǫ
˜

= A(In + A)−1ǫ
˜
⇔ 1

1 + λ
Aǫ
˜

= A(In + A)−1ǫ
˜
⇔ λ

1 + λ
ǫ
˜

= A(In + A)−1ǫ
˜

και έτσι επιβεβαιώνεται ο ισχυρισµός.

∆ικό σας : Αν ο In −A είναι αντιστρέψιµος (πότε ισχύει αυτό ;) τότε ο A3(In −A)−4 έχει τα ίδια

ιδιοδιανύσµατα µε τον A και ιδιοτιµές
λ3

1

(1 − λ1)4
, . . . ,

λ3
n

(1 − λn)4
.
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΄Οπως είπαµε, ένας πίνακας διαγωνοποιείται αν έχει γραµµικώς ανεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα. Η

γραµµική ανεξαρτησία των ιδιοδιανυσµάτων δεν εξασφαλίζεται πάντα. Ας δούµε µερικές περιπτώ-

σεις που συµβαίνει αυτό.

Αποτέλεσµα 12.1. Τα ιδιοδιανύσµατα που αντιστοιχούν σε δύο διαφορετικές µεταξύ τους ιδιοτιµές

είναι γραµµικώς ανεξάρτητα.

Απόδειξη. ΄Εστω λ1 6= λ2 δύο ιδιοτιµές του A και ǫ
˜
1, ǫ

˜
2 τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα. Αυτό σηµαί-

νει ότι Aǫ
˜
1 = λ1ǫ

˜
1 και Aǫ

˜
2 = λ2ǫ

˜
2. Θα δείξουµε ότι αν c1ǫ

˜
1 + c2ǫ

˜
2 = 0

˜
τότε c1 = c2 = 0.

Αν c2 = 0 τότε και c1 = 0 αφού το ǫ
˜

1 είναι εξ ορισµού µη µηδενικό. Ας υποθέσουµε λοιπόν ότι

c2 6= 0. Τότε c1ǫ
˜

1 + c2ǫ
˜
2 = 0

˜
⇔ ǫ

˜
2 = −c1

c2
ǫ
˜
1 οπότε

Aǫ
˜
2 = λ2ǫ

˜
2 ⇔ −c1

c2
Aǫ
˜
1 = −c1

c2
λ2ǫ

˜
1 ⇔ Aǫ

˜
1 = λ2ǫ

˜
1.

Αλλά Aǫ
˜
1 = λ1ǫ

˜
1, οπότε η τελευταία ισότητα είναι ισοδύναµη µε την λ1ǫ

˜
1 = λ2ǫ

˜
1 ⇔ (λ1−λ2)ǫ

˜
1 = 0

˜
που συνεπάγεται λ1−λ2 = 0 αφού το ǫ

˜
1 είναι µη µηδενικό. ΄Οµως αυτό δεν ισχύει γιατί οι ιδιοτιµές

έχουν υποτεθεί διαφορετικές µεταξύ τους. Καταλήξαµε σε άτοπο γιατί υποθέσαµε ότι c2 6= 0.

Εποµένως c2 = 0 και c1 = 0.

Το Αποτέλεσµα 12.1 γενικεύεται και για περισσότερα από δύο ιδιοδιανύσµατα :

Αποτέλεσµα 12.2. Τα ιδιοδιανύσµατα που αντιστοιχούν σε m διαφορετικές µεταξύ τους ιδιοτιµές

είναι γραµµικώς ανεξάρτητα.

Απόδειξη. Θα µπορούσαµε να το δείξουµε επαγωγικά, δηλαδή να το δείξουµε για m = 3 ιδιοδιανύσµατα

χρησιµοποιώντας το Αποτέλεσµα 12.1 που είναι για m = 2, µετά για m = 4 χρησιµοποιώντας το αποτέλεσµα

για m = 3 κ.ο.κ. Εν τούτοις ϑα προτιµήσω να αποδείξω τον ισχυρισµό συνολικά.

΄Εστω λ1, . . . , λm m διακεκριµένες ιδιοτιµές του A
n×n

και ǫ
˜

1, . . . , ǫ
˜

m τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα. Θα

υποθέσουµε ότι τα ιδιοδιανύσµατα δεν είναι γραµµικώς ανεξάρτητα και ϑα καταλήξουµε σε άτοπο. Ας

υποθέσουµε λοιπόν ότι µόνο k από αυτά είναι γραµµικώς ανεξάρτητα, µε k < m, ενώ τα υπόλοιπα m − k

γράφονται ως γραµµικοί συνδυασµοί τους. ΄Εστω E1
n×k

ο πίνακας µε στήλες τα k γραµµικώς ανεξάρτητα

ιδιοδιανύσµατα, E2
n×(m−k)

ο πίνακας µε στήλες τα υπόλοιπα m − k και Λ1
k×k

, Λ2
(m−k)×(m−k)

οι διαγώνιοι

πίνακες µε τις αντίστοιχες ιδιοτιµές. Αφού Aǫ
˜

i = λiǫ
˜

i, i = 1, . . . , m, για τους παραπάνω πίνακες ισχύει

AE1 = E1Λ1 και AE2 = E2Λ2. Επίσης, αφού οι στήλες του E2 είναι γραµµικοί συνδυασµοί των στηλών

του E1 ϑα υπάρχει πίνακας C
k×(m−k)

= (cij) έτσι ώστε E2 = E1C. Εποµένως,

AE2 = E2Λ2 ⇔ AE1C = E1CΛ2 (αφού E2 = E1C)

⇔ E1Λ1C = E1CΛ2 (αφού AE1 = E1Λ1)

⇔ E1Λ1C − E1CΛ2 = O

⇔ E1(Λ1C − CΛ2) = O

Η τελευταία εξίσωση µας λέει ότι το γινόµενο του E1 µε κάθε µία από τις στήλες του Λ1C − CΛ2 ισούται

µε 0
˜

. ΄Οµως ο E1 έχει γραµµικώς ανεξάρτητες στήλες εποµένως το οµογενές σύστηµα E1x
˜

= 0
˜

έχει µόνο

την τετριµµένη λύση. Αυτό συνεπάγεται ότι όλες οι στήλες του Λ1C − CΛ2 είναι 0
˜

, δηλαδή Λ1C − CΛ2 =

O. Θυµηθείτε τώρα ότι όταν πολλαπλασιάζουµε έναν πίνακα µε έναν διαγώνιο πίνακα από αριστερά τότε
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πολλαπλασιάζονται οι γραµµές του µε τα αντίστοιχα διαγώνια στοιχεία ενώ όταν τον πολλαπλασιάζουµε µε

έναν διαγώνιο από δεξιά πολλαπλασιάζονται οι στήλες του µε τα αντίστοιχα διαγώνια στοιχεία. Εποµένως

το στοιχείο ij του Λ1C είναι µicij , όπου µi η ιδιοτιµή που ϐρίσκεται στην γραµµή i του Λ1 ενώ το στοιχείο

ij του CΛ2 είναι νjcij όπου νj η ιδιοτιµή που ϐρίσκεται στην γραµµή j του Λ2. (Ονόµασα µ τις ιδιοτιµές

που περιέχει ο Λ1 και ν τις ιδιοτιµές που περιέχει ο Λ2 για απλότητα στους συµβολισµούς. Οι k ιδοτιµές

µ και οι m − k ιδιοτιµές ν είναι οι λ1, . . . , λm.) Επειδή ο C δεν µπορεί να είναι µηδενικός πίνακας (γιατί

αν ήταν ϑα είχαµε E2 = E1C = O που δεν µπορεί να συµβαίνει µια και τα ιδιοδιανύσµατα είναι εξ

ορισµού µη µηδενικά) ϑα υπάρχει τουλάχιστον ένα cij 6= 0. ΄Οµως τότε ϑα έχουµε µicij − νjcij = 0 ⇔
(µi − νj)cij = 0 ⇔ µi = νj . Αυτό όµως δεν µπορεί να συµβαίνει γιατί οι ιδιοτιµές που περιέχει ο Λ1

είναι διαφορετικές από αυτές που περιέχει ο Λ2. Καταλήξαµε σε άτοπο γιατί υποθέσαµε ότι τα γραµµικώς

ανεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα είναι λιγότερα από m. Εποµένως τα ǫ
˜

1, . . . , ǫ
˜

m είναι γραµµικώς ανεξάρτητα.

Εφαρµόζοντας το Αποτέλεσµα 12.2 µε m = n παίρνουµε το ακόλουθο :

Αποτέλεσµα 12.3. Αν ο πίνακας A
n×n

έχει n διαφορετικές ιδιοτιµές τότε είναι διαγωνοποιήσιµος.

Αν µία ιδιοτιµή έχει πολλαπλότητα k > 1 τότε δεν εξασφαλίζεται πάντα ότι σε αυτήν αντι-

στοιχούν k γραµµικώς ανεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα. (Περισσότερες λεπτοµέρειες για αυτό ϑα δείτε

όσοι πάρετε το µάθηµα επιλογής του επόµενου εξαµήνου.) Εδώ ϑα κάνουµε ένα παράδειγµα ό-

που µία ιδιοτιµή έχει πολλαπλότητα δύο και αντιστοιχούν σε αυτήν δύο γραµµικώς ανεξάρτητα

ιδιοδιανύσµατα.

΄Εστω A
3×3

=





3 1 −2
5 −1 −2
5 1 −4



. Τότε |A − λI3| = −λ3 − 2λ2 + 4λ + 8 = −(λ − 2)(λ + 2)2, άρα

οι ιδιοτιµές του A είναι οι λ1 = 2, λ2 = λ3 = −2. Το ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή

λ1 = 2 είναι λύση του συστήµατος

(A − 2I3)x
˜

= 0
˜
⇔





3 − 2 1 −2
5 −1 − 2 −2
5 1 −4 − 2









x1

x2

x3



 =





0
0
0



⇔





1 1 −2
5 −3 −2
5 1 −6









x1

x2

x3



 =





0
0
0





Εφαρµόζοντας απαλοιφή Gauss στον πίνακα των συντελεστών καταλήγουµε στη µορφή echelon




1 0 −1
0 1 −1
0 0 0



 που δίνει την λύση c(1, 1, 1)′ , c ∈ R. Παίρνοντας για ευκολία c = 1 έχουµε ǫ
˜

1 =

(1, 1, 1)′. Για να ϐρούµε ιδιοδιανύσµατα που αντιστοιχούν στην ιδιοτιµή −2 λύνουµε το σύστηµα

(A − (−2)I3)x
˜

= 0
˜
⇔





5 1 −2
5 1 −2
5 1 −2









x1

x2

x3



 =





0
0
0



 .

Εδώ ουσιαστικά έχουµε µόνο µία εξίσωση, την 5x1 + x2 − 2x3 = 0 ⇔ x2 = −5x1 + 2x3 οπότε

οι λύσεις του συστήµατος έχουν τη µορφή (x1,−5x1 + 2x3, x3)
′, x1, x3 ∈ R. Κάθε ένα από αυτά,

εκτός από το 0
˜
, είναι ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή −2. Κοιτάξτε πώς ϑα ϐρούµε δύο

γραµµικώς ανεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα. Επειδή για την γενική λύση του συστήµατος ισχύει





x1

−5x1 + 2x3

x3



 = x1





1
−5
0



+ x3





0
2
1




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ο χώρος των λύσεων του συστήµατος (ϑυµηθείτε ότι έχουµε δείξει πως το σύνολο των λύσεων ενός

οµογενούς συστήµατος είναι διανυσµατικός χώρος) παράγεται από τα διανύσµατα (1,−5, 0)′, (0, 2, 1)′.

Αυτά προφανώς είναι ιδιοδιανύσµατα του A που αντιστοιχούν στην ιδιοτιµή −2 και είναι εύκολο

να δούµε ότι είναι γραµµικώς ανεξάρτητα : Ο πίνακας B =





1 0
−5 2
0 1



 που τα έχει στήλες έχει την

ίδια τάξη µε τον πίνακα





1 0
0 1
−5 2



 (έχω εναλλάξει την δεύτερη µε την τρίτη γραµµή) που είναι

ο I2 µε µία επί πλέον γραµµή, την (−5, 2). Επειδή rank(I2) = 2, από τα Αποτελέσµατα 10.2

και 10.3 και ο πίνακας B έχει τάξη 2 άρα τα δύο ιδιοδιανύσµατα είναι γραµµικώς ανεξάρτητα.

Εποµένως, ιδιοδιανύσµατα του A που αντιστοιχούν στις ιδιοτιµές λ1 = 2, λ2 = λ3 = −2 είναι

τα ǫ
˜

1 = (1, 1, 1)′, ǫ
˜
2 = (1,−5, 0)′, ǫ

˜
3 = (0, 2, 1)′, αντίστοιχα, και είναι γραµµικώς ανεξάρτητα (το

ǫ
˜
1 είναι γραµµικώς ανεξάρτητο από τα ǫ

˜
2, ǫ

˜
3 µια και αντιστοιχεί σε διαφορετική ιδιοτιµή). Αυτό

συνεπάγεται ότι ο πίνακας E =





1 1 0
1 −5 2
1 0 1



 που τα έχει στήλες είναι αντιστρέψιµος. Πράγµατι,

ισχύει E−1 =
1

4





5 1 −2
−1 −1 2
−5 −1 6



 (δικό σας). Επιβεβαιώστε µόνοι σας ότι

EΛE−1 =





1 1 0
1 −5 2
1 0 1









2 0 0
0 −2 0
0 0 −2




1

4





5 1 −2
−1 −1 2
−5 −1 6



 = A.

Η τάξη διαγωνοποιήσιµων πινάκων συνδέεται µε το πλήθος των µη µηδενικών ιδιοτιµών τους :

Αποτέλεσµα 12.4. Αν ο A είναι διαγωνοποιήσιµος τότε η τάξη του ισούται µε το πλήθος των µη

µηδενικών ιδιοτιµών του.

Απόδειξη. Αν ο A
n×n

είναι διαγωνοποιήσιµος τότε γράφεται ως EΛE−1. Επειδή οι πίνακες E

και E−1 είναι αντιστρέψιµοι, από το Αποτέλεσµα 10.10 παίρνουµε rank(A) = rank(EΛE−1) =

rank(Λ). ΄Οµως ο Λ είναι διαγώνιος, εποµένως από το Αποτέλεσµα 10.15 η τάξη του ισούται µε το

πλήθος των µη µηδενικών στοιχείων του, δηλαδή το πλήθος των µη µηδενικών ιδιοτιµών του A.

Σε περίπτωση που ο πίνακας δεν είναι διαγωνοποιήσιµος η τάξη του δεν ισούται, γενικά, µε το πλήθος

των µη µηδενικών ιδιοτιµών του. Για παράδειγµα, ο A =





0 1 0
0 0 1
0 0 0



 έχει τάξη 2 αλλά δεν έχει καµµία µη

µηδενική ιδιοτιµή (το µηδέν είναι τριπλή ιδιοτιµή του). Φυσικά δεν είναι διαγωνοποιήσιµος αφού έχει ένα

µόνο γραµµικώς ανεξάρτητο ιδιοδιάνυσµα, το (1, 0, 0)′. (Επιβεβαιώστε αυτά που γράφω.)

∆ύο ακόµη ενδιαφέροντα αποτελέσµατα (ειδικά το δεύτερο από αυτά) είναι τα ακόλουθα:

Αποτέλεσµα 12.5. ΄Εστω A
n×m

, B
m×n

δύο πίνακες. Οι (τετραγωνικοί) πίνακες AB
n×n

και BA
m×m

έχουν

τις ίδιες µη µηδενικές ιδιοτιµές.
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Απόδειξη. ΄Εστω λ µία µη µηδενική ιδιοτιµή του AB, δηλαδή (AB)ǫ
˜

= λǫ
˜

για κάποιο ǫ
˜
6= 0

˜
.

Αυτό συνεπάγεται ότι Bǫ
˜
6= 0

˜
(γιατί διαφορετικά ϑα είχαµε ABǫ

˜
= 0

˜
που ϑα σήµαινε ότι λ = 0).

Πολλαπλασιάζοντας από αριστερά µε τον B παίρνουµε

ABǫ
˜

= λǫ
˜
⇒ B(AB)ǫ

˜
= B(λǫ

˜
) ⇔ (BA)(Bǫ

˜
) = λ(Bǫ

˜
)

που σηµαίνει ότι η λ είναι και ιδιοτιµή του BA µε αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα Bǫ
˜
. Για να δούµε και το

ότι οι µη µηδενικές ιδιοτιµές του BA είναι και ιδιοτιµές του AB δεν έχουµε παρά να εναλλάξουµε

τους ϱόλους των A και B στην παραπάνω απόδειξη.

Θεωρήστε για παράδειγµα δύο πίνακες A
3×20

και B
20×3

. Ο πίνακας AB είναι 3 × 3 εποµένως

έχει όλες κι όλες τρεις ιδιοτιµές. Ο πίνακας BA είναι 20 × 20 εποµένως έχει είκοσι ιδιοτιµές. Το

Αποτέλεσµα 12.5 λέει ότι οι µη µηδενικές ιδιοτιµές των δύο πινάκων συµπίπτουν. Ως εκ τούτου ο

BA δεν µπορεί να έχει περισσότερες από τρεις µη µηδενικές ιδιοτιµές (αφού αυτό ισχύει για τον

AB)· τουλάχιστον δεκαεπτά από τις ιδιοτιµές του ϑα είναι µηδέν.

Αποτέλεσµα 12.6. ΄Εστω A
n×m

ένας οποιοσδήποτε πίνακας. Τότε ισχύουν τα εξής :

(α) Οι ιδιοτιµές των πινάκων A′A
m×m

και AA′
n×n

είναι µη αρνητικοί αριθµοί.

(ϐ) Οι ϑετικές ιδιοτιµές τους συµπίπτουν.

Απόδειξη. (α) Αν το λ είναι µία ιδιοτιµή του A′A ϑα υπάρχει ǫ
˜

6= 0
˜

έτσι ώστε (A′A)ǫ
˜

= λǫ
˜
.

Πολλαπλασιάζοντας και τα δύο µέλη από αριστερά µε το ǫ
˜
′ παίρνουµε

(A′A)ǫ
˜

= λǫ
˜
⇒ ǫ

˜
′(A′A)ǫ

˜
= ǫ

˜
′(λǫ

˜
) ⇔ (Aǫ

˜
)′(Aǫ

˜
) = λǫ

˜
′ǫ
˜
⇔ λ =

‖Aǫ
˜
‖2

‖ǫ
˜
‖2

> 0.

Η απόδειξη για τον AA′ είναι παρόµοια· απλώς εναλλάσσουµε τους ϱόλους των A και A′.

(ϐ) Θέτοντας B = A′, από το Αποτέλεσµα 12.5 παίρνουµε ότι οι µη µηδενικές ιδιοτιµές των A′A

και AA′ συµπίπτουν. Μια και όλες οι ιδιοτιµές τους είναι µη αρνητικές, οι µη µηδενικές ιδιοτιµές

τους είναι ϑετικές εποµένως ο ισχυρισµός είναι αληθής.

Αν ο A έχει διαστάσεις 3×5, ποιες από τις ακόλουθες πεντάδες ϑα µπορούσαν να είναι ιδιοτιµές

του A′A
5×5

; (α) λ1 = 2, λ2 = 1, λ3 = λ4 = λ5 = 0· (ϐ) λ1 = 4, λ2 = 1, λ3 = −1, λ4 = λ5 = 0·

(γ) λ1 = 7, λ2 = λ3 = 2, λ4 = 1, λ5 = 0; Μόνο η πεντάδα (α). Η (ϐ) αποκλείεται γιατί οι ιδιοτιµές

του A′A είναι µη αρνητικές και αυτή περιλαµβάνει το −1 ενώ η (γ) αποκλείεται γιατί οι ϑετικές

ιδιοτιµές του A′A συµπίπτουν µε τις ϑετικές ιδιοτιµές του AA′ που έχει διαστάσεις 3 × 3 άρα έχει

το πολύ τρεις ϑετικές ιδιοτιµές.

΄Εστω x
˜

= (x1, . . . , xn)′ ∈ R
n µε x

˜
6= 0

˜
. Το x

˜
είναι ένας πίνακας διάστασης n × 1. Εποµένως,

από το Αποτέλεσµα 12.6 οι µη µηδενικές ιδιοτιµές των πινάκων x
˜
′x
˜

και x
˜
x
˜
′ συµπίπτουν. Ο πίνακας

x
˜
′x
˜

έχει διαστάσεις 1 × 1· στην πραγµατικότητα είναι ο αριθµός ‖x
˜
‖2 =

∑n
i=1 x2

i . Εποµένως η

µοναδική «ιδιοτιµή» του είναι ο ίδιος ο αριθµός ‖x
˜
‖2. Ο πίνακας x

˜
x
˜
′ είναι n × n εποµένως έχει

n ιδιοτιµές : µία από αυτές συµπίπτει µε την µοναδική ϑετική ιδιοτιµή του x
˜
′x
˜

, την ‖x
˜
‖2, και οι

υπόλοιπες n − 1 είναι µηδέν.
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΄Οπως είπαµε στην αρχή της ενότητας, οι ιδιοτιµές ενός πίνακα είναι γενικά µιγαδικοί αριθµοί.

Βέβαια, στα παραδείγµατα που έχουµε δει µέχρι τώρα όλες οι ιδιοτιµές ήταν πραγµατικές· προ-

ϕανώς τα επέλεξα επίτηδες για να µην µπλέξουµε µε µιγαδικούς. Πάντως, για τους συµµετρικούς

πίνακες οι οποίοι παίζουν πολύ σηµαντικό ϱόλο στη Στατιστική ισχύει το ακόλουθο :

Αποτέλεσµα 12.7. Οι ιδιοτιµές πραγµατικών συµµετρικών πινάκων είναι πραγµατικοί αριθµοί.

Για να παρακολουθήσει κανείς την απόδειξη του Αποτελέσµατος 12.7 πρέπει να είναι εξοικειω-

µένος µε τους µιγαδικούς αριθµούς γι΄ αυτό δεν ϑα την κάνουµε· απλώς δεχτείτε το.

΄Οπως είδαµε, ιδιοδιανύσµατα ενός πίνακα που αντιστοιχούν σε διαφορετικές ιδιοτιµές είναι

γραµµικώς ανεξάρτητα. Στην περίπτωση συµµετρικών πινάκων είναι και κάθετα µεταξύ τους :

Αποτέλεσµα 12.8. Αν λ1 6= λ2 είναι ιδιοτιµές του συµµετρικού πίνακα A και ǫ
˜
1, ǫ

˜
2 είναι αντίστοιχα

ιδιοδιανύσµατα τότε ǫ
˜
′
1ǫ
˜
2 = 0.

Απόδειξη. Αφού ο A είναι συµµετρικός ισχύει A′ = A και συνεπώς Aǫ
˜
1 = λ1ǫ

˜
1 ⇔ (Aǫ

˜
1)

′ =

(λ1ǫ
˜
1)

′ ⇔ ǫ
˜
′
1A

′ = λ1ǫ
˜
′
1 ⇔ ǫ

˜
′
1A = λ1ǫ

˜
′
1. Εποµένως

λ1ǫ
˜
′
1ǫ
˜
2 = (λ1ǫ

˜
′
1)ǫ

˜
2 = (ǫ

˜
′
1A)ǫ

˜
2 = ǫ

˜
′
1(Aǫ

˜
2) = ǫ

˜
′
1(λ2ǫ

˜
2) = λ2ǫ

˜
′
1ǫ
˜
2

που σηµαίνει ότι (λ1 − λ2)ǫ
˜
′
1ǫ
˜
2 = 0. Επειδή λ1 − λ2 6= 0 παίρνουµε το Ϲητούµενο.

Μία άλλη πολύ σηµαντική ιδιότητα των συµµετρικών πινάκων είναι ότι σε ιδιότιµες µε πολλα-

πλότητα k > 1 αντιστοιχούν πάντοτε k ανά δύο κάθετα ιδιοδιανύσµατα και εποµένως γραµµικώς

ανεξάρτητα. Συνδυάζοντας αυτό µε το Αποτέλεσµα 12.8 παίρνουµε το ακόλουθο :

Αποτέλεσµα 12.9. Κάθε συµµετρικός πίνακας n × n έχει n κάθετα ανά δύο ιδιοδιανύσµατα.

Εποµένως τα ιδιοδιανύσµατα ενός συµµετρικού πίνακα είναι γραµµικώς ανεξάρτητα και ο πίνακας

είναι διαγωνοποιήσιµος.

Κανονικοποιώντας τα n ανά δύο κάθετα ιδιοδιανύσµατα (δηλαδή διαιρώντας τα µε τα µήκη

τους) µπορούµε να τα µετατρέψουµε σε µοναδιαία. Ο πίνακας E
n×n

που έχει στήλες τα κανονι-

κοποιηµένα και ανά δύο κάθετα ιδιοδιανύσµατα του συµµετρικού πίνακα A
n×n

είναι ορθογώνιος :

E−1 = E′. Εποµένως, η σχέση A = EΛE−1 στην περίπτωση συµµετρικών πινάκων γίνεται

A = EΛE′.

΄Οπως είδαµε νωρίτερα, EΛ = (λ1ǫ
˜
1 λ2ǫ

˜
2 · · · λnǫ

˜
n). Εποµένως,

EΛE′ = (λ1ǫ
˜
1 λ2ǫ

˜
2 · · · λnǫ

˜
n)








ǫ
˜
′
1

ǫ
˜
′
2
...

ǫ
˜
′
n








= λ1ǫ
˜
1ǫ
˜
′
1 + λ2ǫ

˜
2ǫ
˜
′
2 + · · · + λnǫ

˜
nǫ
˜
′
n.
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Η αναπαράσταση ενός συµµετρικού πίνακα A
n×n

µέσω των ιδιοτιµών του λ1, . . . , λn και των αντί-

στοιχων ιδιοδιανυσµάτων του ǫ
˜

1, . . . , ǫ
˜

n

A = EΛE′ =
n∑

i=1

λiǫ
˜

iǫ
˜
′
i

καλείται ϕασµατική ανάλυση του A.

Αφού για κάθε ϑετικό ακέραιο k ο Ak έχει τα ίδια ιδιοδιανύσµατα µε τον A και ιδιοτιµές τις k

δυνάµεις των ιδιοτιµών του, ισχύει

Ak = EΛkE′ =
n∑

i=1

λk
i ǫ
˜

iǫ
˜
′
i.

Εφ΄ όσον ο A είναι αντιστρέψιµος (που ισχύει αν δεν έχει κάποια µηδενική ιδιοτιµή) το παραπάνω

ισχύει και για αρνητικούς ακεραίους. Π.χ.

A−1 = EΛ−1E′ =

n∑

i=1

1

λi
ǫ
˜

iǫ
˜
′
i.

(Προς αποφυγήν παρεξηγήσεων να επαναλάβω ότι η αναπαράσταση A = EΛE′ ισχύει όταν τα

ιδιοδιανύσµατα είναι κανονικοποιηµένα. Σε διαφορετική περίπτωση ισχύει απλώς A = EΛE−1.)

Ας δούµε τώρα δύο παραδείγµατα. ΄Εστω ο συµµετρικός πίνακας A
2×2

=

(
1 −2
−2 4

)

. ΄Εχουµε

|A − λI2| =

∣
∣
∣
∣

1 − λ −2
−2 4 − λ

∣
∣
∣
∣
= (1 − λ)(4 − λ) − 4 = λ2 − 5λ = λ(λ − 5)

εποµένως οι ιδιοτιµές του A είναι οι λ1 = 5 και λ2 = 0. (Η ορίζουσα του A ισούται µε µηδέν γι΄

αυτό και έχει τουλάχιστον µία ιδιοτιµή ίση µε µηδέν.) Για την ιδιοτιµή 5 έχουµε

A − 5I2 =

(
1 − 5 −2
−2 4 − 5

)

=

(
−4 −2
−2 −1

)

και το οµογενές σύστηµα (A− 5I2)x
˜

= 0
˜

έχει σύνολο λύσεων τα διανύσµατα της µορφής c(1,−2)′,

c ∈ R. Θέτοντας c = 1/‖(1,−2)′‖ = 1/
√

12 + (−2)2 = 1/
√

5 παίρνουµε το (µοναδιαίο) ιδιοδιά-

νυσµα που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λ1 = 5, ǫ
˜
1 = (1/

√
5,−2/

√
5)′. Για την ιδιοτιµή 0 έχουµε

A − 0I2 = A οπότε λύνουµε το οµογενές σύστηµα Ax
˜

= 0
˜
. Το σύνολο λύσεών του είναι τα διανύ-

σµατα της µορφής c(2, 1), c ∈ R, οπότε ϑέτοντας c = 1/‖(2, 1)′‖ = 1/
√

22 + 12 = 1/
√

5 παίρνουµε

το (µοναδιαίο) ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λ2 = 0, ǫ
˜
2 = (2/

√
5, 1/

√
5)′.

Παρατηρήστε ότι τα δύο ιδιοδιανύσµατα είναι κάθετα :

ǫ
˜
′
1ǫ
˜
2 = (1/

√
5 − 2/

√
5)

(
2/
√

5

1/
√

5

)

=
( 1√

5

)( 2√
5

)

+
(

− 2√
5

)( 1√
5

)

= 0.

Επίσης,

λ1ǫ
˜
1ǫ
˜
′
1 + λ2ǫ

˜
2ǫ
˜
′
2 = 5

(
1√
5

−2√
5

)
(

1√
5

−2√
5

)

+ 0

(
2√
5

1√
5

)
(

2√
5

1√
5

)
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= 5





(
1√
5

)(
1√
5

) (
1√
5

)(
−2√

5

)

(
−2√

5

)(
1√
5

) (
−2√

5

)(
−2√

5

)



 = 5

(
1/5 −2/5
−2/5 4/5

)

=

(
1 −2
−2 4

)

= A

ενώ A2 =

(
1 −2
−2 4

)(
1 −2
−2 4

)

=

(
5 −10

−10 20

)

και

λ2
1ǫ
˜

1ǫ
˜
′
1 + λ2

2ǫ
˜
2ǫ
˜
′
2 = 52

(
1√
5

−2√
5

)
(

1√
5

−2√
5

)

+ 02

(
2√
5

1√
5

)
(

2√
5

1√
5

)

= 25

(
1/5 −2/5
−2/5 4/5

)

= A2

όπως προβλέπεται.

Στο δεύτερο παράδειγµα ϑα ϑεωρήσουµε τον συµµετρικό πίνακα B
3×3

=





0 −1 −2
−1 3 1
−2 1 0



. Εδώ

έχουµε |B − λI3| = −λ3 + 3λ2 + 6λ − 8 = −(λ − 4)(λ − 1)(λ + 2) άρα οι ιδιοτιµές του B είναι οι

λ1 = 4, λ2 = 1, λ3 = −2.

Το ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή 4 είναι λύση του συστήµατος

(B − 4I3)x
˜

= 0
˜
⇔





−4 −1 −2
−1 −1 1
−2 1 −4









x1

x2

x3



 =





0
0
0



⇔ · · · ⇔





1 0 1
0 1 −2
0 0 0









x1

x2

x3



 =





0
0
0





που έχει λύσεις τα διανύσµατα c(−1, 2, 1)′ , c ∈ R. Θέτοντας c = 1/
√

(−1)2 + 22 + 12 = 1/
√

6

παίρνουµε το µοναδιαίο ιδιοδιάνυσµα ǫ
˜
1 =

(
−1√

6
, 2√

6
, 1√

6

)′
που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λ1 = 4.

Το ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή 1 είναι λύση του συστήµατος

(B − 1I3)x
˜

= 0
˜
⇔





−1 −1 −2
−1 2 1
−2 1 −1









x1

x2

x3



 =





0
0
0



⇔ · · · ⇔





1 0 1
0 1 1
0 0 0









x1

x2

x3



 =





0
0
0





που έχει λύσεις τα διανύσµατα c(−1,−1, 1)′, c ∈ R. Θέτοντας c = 1/
√

(−1)2 + (−1)2 + 12 =

1/
√

3 παίρνουµε το µοναδιαίο ιδιοδιάνυσµα ǫ
˜
2 =

(
−1√

3
, −1√

3
, 1√

3

)′
που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή

λ2 = 1.

Το ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή −2 είναι λύση του συστήµατος

(B + 2I3)x
˜

= 0
˜
⇔





2 −1 −2
−1 5 1
−2 1 2









x1

x2

x3



 =





0
0
0



⇔ · · · ⇔





1 0 −1
0 1 0
0 0 0









x1

x2

x3



 =





0
0
0





που έχει λύσεις τα διανύσµατα c(1, 0, 1)′, c ∈ R. Θέτοντας c = 1/
√

12 + 02 + 12 = 1/
√

2 παίρνουµε

το µοναδιαίο ιδιοδιάνυσµα ǫ
˜
3 =

(
1√
2
, 0, 1√

2

)′
που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λ3 = −2.

Επιβεβαιώστε µόνοι σας ότι EE′ = E′E = I3 και ότι
∑3

i=1 λiǫ
˜

iǫ
˜
′
i = B,

∑3
i=1 λ2

i ǫ
˜

iǫ
˜
′
i = B2. Επίσης,

δείξτε ότι ο αντίστροφος του B είναι ο B−1 =





1/8 1/4 −5/8
1/4 1/2 −1/4
−5/8 −1/4 1/8



 και ότι ισχύει B−1 =

∑3
i=1 λ−1

i ǫ
˜

iǫ
˜
′
i.
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